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AVERTISSEMENT 



DU TRADUCTEUR. 



JLts prcmiers livres des Principes matk^matiquei 
etoient connus k Lisbonne^ si je me le rappdle bien^ d^ 
1 782 : c'est a peu pris ^ cette epoque que M. daCunha (i) 
les composoit et les faisoit imprimer k Tusage du col- 
lege royal de Saint-George^ dont il etoit alors le direc«« 
teur. On les y expliquoit sous sa direction^ au fur et k 
mesure qu'ils sortoient de la presse. Mais ce coll^ge 
ayant essuyd des Ticissitudes qul entratn^rent la sup- 
pression de Temploi que M. da Cunha y occupoit^ rim-« 
pression du reste de son ouvrage eproura des retards, 
et ne fut terminee qu'en 1 787 : il en corrigea la demi^re 
^preure la veille m^me de sa mort. On doit regretter 
que les infortunes de toute esp^ce, ainsi que les souf*. 
frances presque continuelles qui rafflig^rent pendant 
les demi^res anndes de sa yie^ ne lui aient point permis 
de publier dgalement plasieurs autres ouvrages qu'il a 
laisses dans ses papiers^ et que ses amis estiment comme 
autant de chefs-d'oeuvres de,go6t et de profondeun 
Parmi ces ouvrages y il en est quelques*uns qui former 
roient peut-^tre Tintroduction la plus digne de celui-ci: 
tels je regarde ceux qui ont pour titre : Discours pre^li" 
minaire sur les premiers eldments de g^mdtrie ; On 

l^— ■ ■ ■■ I ■■■^11 I— ■— — ■,■■,■ .»■■■ ^ i.,.., ■ i... »■ I i^r 

(]} Professeur de mathematiques a l'uniYersit^ de Coimbre, i^ 
\ Lisbonue , en 1^44 y niort en 1787. 
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powers and logarithms; Siir les 'racines; Sur rinfini 
mathemdlique ; Contre la me'thode des premiers et der" 
niers rapports des quantites naissantes et evanouis^ 
santes de Newton; Pr^face de la theorie desJUixions , 
et autres^ dont je poss^de la plupart des manuscrits au- 
tographes. II sembleroit donc qu'il eiit 6x6 de mon de- 
voir d'en inserer iciquelques extraits: mais^ d'unepart, 
j.'eslinie trop les origiiiatii;:^ pour oser les mutiler mal k 
propo^; et de rautfe,']'ai quelque espdrance de pouvoir 
les faire ;^arottre bierrt6t> aTCC une notice de la yie de 
Fautellr^ ecrite par un d'e ses meilleurs amis. En atten- 
dant; j'al cru qu'en me bornant a la traduction du seul 
ouvragede M. da Cunba^ dont il a pu acbever la redac- 
laon^ je rendrois quelque service h. sa memoire et au 
public. Puisse Tidee que je me suis toujours faite du 
tr^vail de mon compatriote; n'etre pas une simple illu- 
sion de Tamitie ! 

:- 11 y avoit d^ja, avant hii; une qudnlild prodigieuse de 
Hvres dlementaires; destin^s aux dcoles premi^res de ma- 
thematiqties ; la vie de rhomme seroit trop courte pour 
les lii*e tous avec attention : mais il paroit que les uns 
eloienttrop volumiueux; les autres trop resumds^ et tous 
plus ou moins ddfectueux sur rarticle le plus essentiel; 
je veux dire, sur la m^thode de demonstration. Aussi des 
g^om^tres du premier rangne craignoient pas d'affirmer 
que Ton manquoit encore d'un vrai livre classique de 

•* iftathdmatiques pures. Apparamment que les prdceptes 
ne venanl ^amais qu'apr^s les chefe-d^oeuvres, en quel- 
que genre que ce puisse ^trC; les veritables conditions 

"" de cet interessant probl^me n'dtoient pas encore bien 
atr^lees. Quoi qu'il en soit^ recrivain qui; en s'appe- 
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santissant sur totit ce qni Ini tombe sotis la plume ; ne 
laisse au lecteur nu peu instruit^ que la peine d*en re« 
tranclier les longueurs superflues ; celui qui tant6t pa- 
Toit s'adresser a des cnfants frequentant des ecoles publi- 
ques j tant6t k des amateurs isoles^ tant6t a des g^om^tres 
profonds ; ou qui ^ dans la m^me page y mMera quelqne - 
fois des analogies imparfaites avec des raisonnements 
exacts; ces ^criTains^ dis-je^ ne sauroient faire le liyre 
classique dont on parle -, car il est natnrel que Fon doire 
s^y a^ujettir k des unitds de plan^ de style et de md- 
tliode f hi peu pr^s comme dans certains autres ouyrageis 
on tient h. cellcs d'action^ de temps et de lieu. Or^ W 
me paroit que celui de M. da Cunha ne laisse rien a dd- 
sirer k aucun de ces dgards. D'abord, il ne presuppose 
que des el^ves laborieux ^ conduits par un rdpdtiteur 
sensd^ le style en est toujours conforme a ce premier 
point de vue; la metbode de de'duction que Ton y trouve 
au commencement^ on la retrouve partout jusqu'^ la 
fin^ depuis la premiere proposition d'£uclide^ ]usqu'au 
fameux probl^me des isopdrimetres ; et la cbaine de 
principes qui y lie ces deux extr^mes, me paroit la plus 
courte et la plus solide qui puisse servir de fil rdgulateur^ 
et k relude du disciple^ et a rexplication du maitrc. Oh 
auroit donc tort de vouloir ici de plus longs ddveloppe- 
ments et des applications k fantaisie : cela regarde ceux 
qui enseignent. II est clair que rauteur^ en cbercbant h. 
associer dans nn m^me volumc; sans lacunes ni repdtv- 
tions^ la severitd de Tantique gdometrie^ ala rapidite d^s 
calcnls modemes^ n^a eu principalement en vue^ que 
d'y tenir en baleine Tattention des professeurs autant 
que celle des eleves j car le perfectionnement des uns 



n^int^resse pas moins le pnblic qne les progres des aa« 
tres. II avoit observe^ en outre^ qne Ton ne gagne rien 
k snrcharger les liyres elementaires y de calculs a moitid 
faitsj qne le commenpant^ an lien de vdrifier ces cal« 
cnb^ la plume a la main^ se contente^ ponr Fordi* 
BairC; de les parcourir des yenx. Ce n'est donc pas non 
plnsa caprice ni k sterilite^ ^P"'^^ ^^^^ imputer a notre 
anteur ce laconisme qni caracterise son texte , et que 
je me suis fait un devoir de conserver dans la traduc- 
tion; autant que je Fai pu^ et que me Fa permis la diffe* 
rence des deux langues. Les jeunes gens n^ont que trop 
d'occasions d'apprendre k delayer les moindres choses 
dans beancoup de mots^ sans qu'on leur en donne des 
Jecons dans les livres m^mes oii il seroit si convenable 
de les pr^server de ce mauvais go^t. II ne s'agit donc 
ici qne d*une serie de raisonnements exacts, exprimes 
par le plus petit nombre de phrases possible: le reste^ 
je le rep^te encore ; appartient a des lecons orales. 

Mais c'est surtout k Tegard de la methode de demons- 
tration constamment suivie dans le cours deses principes^ 
,qne Fanteur me paroit avoir laisse bien loin derri^re lui 
tous ceux qui Tont devance dans la m^me carriere. PIus 
de cette mauvaise m^taphysique que M. d' Alembert ap* 
.peloit metaphysique alambiqude^etqui infestoit encore 
de son temps certaines branches des mathematiques pu* 
,res. Notre auteur estle premier qui en ait assujetti Ten* 
.isemble h. un seul et m^me art de raisonner ^ h cette r^gle 
de logique dont nous avons parle ailleurs (1)^ et qu'il 

(i) SuppHment a la traductionde la geom^trie d'£ucUde, d« 
M* Peyrard, note iL«. 



ayoit paisee^ k TexeniplQ de Hobbes et de Descartes, 
dans les ^crits des anciens geometres. 

a Pai§Qa'enseigner^ dit le premier de ces deax pbi- 
» losophes (i)^ n'est aatre cbose qae condaire resprit 
» de celui qa'on enseigne^ a la connoissance des cboses, 
o en lai faisant suiyre la route que Ton a tenue soi- 
» m^me en les trouvant , la metbode de demonstration 
» est la m^me que celle de recbercbe; si ce n'est qu'il 
» faut en supprimer la premiere partic; c'est-a-dire ^ 
)» celle qui conduit depais la sensation ju8qu'aux prin- 
» cipes aniTersels ^ car ceux-ci , puisqu'ils sont des prin- 
» cipes ^ ne penvent ^tre demontres ; et puisqu'ils sont 
» connns d'ayance^ etc. ; ils peavenl avoir besoin d'ex- 
» plication ^ mais jamais de demonstration. Donc toute 
» la metbode de demonstration est sjntbetique^ et elle 
» consiste dans Tordre d'un discours commencant aux 
» propositions premieres^ ou les plus universelles , com- 
» prises par elles-m^mes ^ et s'avancant tou jours par un 
» encbainement continuel de propositions syllogisti- 
» ques f jusqu'k ce que la verit^ de la condusion cber- 
» cbee soit comprise par celui qui apprend > 

» Les propositions premieres ne sont autre cbose que 
» des definitions^ et elles seules sont des bases de de« 
» monstrations^ c'est-a-dire^ que ce sont des verites 
» creees par la volonte de ceux qai parlent et de ceux 
» qui ecoutent^ et qui^ par cela m^mC; sont impossibles 
» a demontrer ». 

Yoila precisdment la mi^tbode d'Euclide. On diroit 

(i) Voyez le chap. IV de la logique de Hobbe», traduct. dd 
M. Destutt-Tracy, pag. CSg. 
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qae notre antenr n'a en deyant les yenx^ dans cbaqne 
tlidorie de ses principes^ qne le sens strict de ce pea 
de mots. Ponr en donner un exemple remarquable^ 
nons n^aurons besoin qne de nous arr^ter nn instant sur 
la definition fondamentale de son IX''*. liyre (i). Sui- 
Tant la methode ordinaire^ on commence la tbeorie des 
exposants^ par a^z=.aaa etc. ^ lorsque n represente un 
nombre entier et positif; et de ce cas particulier^ on 
proc^de syllogistiquement k la formule gen^rale a^=:i 
+ ^c + T ( ^c )' + elc. j qucl que soit le iiombre ^ ^ ce qui 
est absurde en rigueur logique^ car 1'esp^ce ne sauroit 
contenir le genre,^ et si le commencaut ne s^aperpoit 
pas de cette absurdite^ c'est parce que la courbe qu*on 
lui fait parcourir entre les deux objets ^''^aaa etc, 
e^ a*= I + bc + ^{bcY + etc, est ordinairement aussi 
longue que compliquee. On lui cacbe d'abord le cbe- 
min le plus court qui deyroit le conduire de Fun k 
Fautre^ et ensuite rautorite des liyres^ jointe a celle 
des professeurs^ lui en impose. Yoila pourquoi M. da 
Cnaba a pris pour propositlon premi^re de la tbeorie 
exponentielle^ la formule a*= i + ^c + etc, d'ou il n'y 
a qa'un pas a faire pour arriver a la deBnition Tulgaire 
a^z=zaaa etc } et c'est ainsi^ ou a peu pr^^^ m^^\ ^^^^ 
discuter la plupart de ses definilionS; si on ne veut pas 
courir le risque d'en rejeler les plus exactes^ sans sayoir 
ce que Ton fait. 

Mais la metbode de recbercbe n'est-elle pas la plus 
lumineuse ^ la plus attrayante^ etc ? Kien ne seroit plus 
superOciel qu'une pareille objeclion^ si on prelendoit 

(i) Voyez la definitioii II du lir. IX de ces pTincipes. 
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mfirmer par-la le jtigemeiit de Hobbes, que nons re- 
nons de citeren fayeur de notre auteur. La m^thode 
dMnvention doit ^tre aussi yariable qne les goiits de cenx 
qui se mettent k la place des inyenteurs. Pour s'en con- 
Taincre^ on n'a qu'a jeter les jeux sur la diyersite de 
yues qui regne dans ces ouyrages dlementaires dont on* 
a parle plus bant. A mon sens^ s'il y a une methode 
susceptible de limites en perfection^ ce ne peut ^tre que 
la syntbetique ^ car la yraie proposition premi^re d'une 
tbdoric quelconque une fois trouy^e, elle en sera tou- 
jours la premi^re 3 celle qui toucbera de plus pr^s la* 
premiere^ en sera toujours la seconde^ ainsi de suite. 
Or^ ce n'est que de ces limites ^ rigoureusement parlant^ 
qu'il s'agit ici. D'ailleurs y puisque nolre auteur pre'sup- 
pose un intermddiaire quelconque entre lui et le simple 
commencant^ il est yisible que son plan n'exclut aucun 
moyen d'enseignement^ pouryu que ce moyen me'rite 
le nom de melbode. Tdchez^ pourroit-il repondre k 
cet interm^diaire quelconque^ de .suppleet comme vous 
le pourrez a la premiere partie de la miihode de re- 
cherche que fap supprim6e , c^est-h-dire^ h celle qui 
conduit depuis la sensation jusqu^ aux propositions uni^ 
verselles. Expliquez ces propositions premikres par 
votre mdthode d*invention; developpez h fantaisie les 
ramijications principales de chaque thiorie^ etc^mais 
TjLOubliez jamais de rdduire vos developpements h la 
sjynthese la plus concise et la plus rigoureuse; autre-^ 
ment vo$ dl^ves pourront tr^s-bien confondre queU 
quefois des explications plausibles y et m6me des cer^ 
cles vicieuXy avec des ddmonstrations geomdtriques. 
Telle est en general ma mani^re d'apprecier rouyrage 
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dont je presente la traduction^ Je Tondrois poavoir 
xn'dtendre dayantage y et proayer en detail da moins la 
sinceVite de mon opinion ^ mais cela demanderoit trop 
d'espace. Noas j reyiendrons dans an aatre petil tra- 
Tail qae j'ai consacre encore k la mdmoire de M. da 
Cunha, et ou je tAcbe d'analjser non - sealement les 
tlieories de ses Principes qai me paroissent les plos par- 
faites, mais m^me celles qa'il aaroit simplifie'es bien 
dayantage, s'il ayoit eu le temps de les retoaclier dans 
une seconde edition. Ce trayail suiyra de pres le reste 
de ses oeuyres dc matbe'matiques^ que j'ai promis plus 
Laut. Heureuxsi; par mes bonnes intentions, je pais 
meViler i'indulgcnce du lecteur et Fapprobation de mcs 
corapatrlotcs ! 
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LIVRE PREMIER. 



DEFINITIONS. 

I. JLiE point est nn corps dont on peut ndgliger la 
longuetir sans inconyenient remarqaable. 

II. Le corps dont la longuear ne sauroit ^tre ndgligde 
sans erreur sensible^ se nomme ligne, 

III. £t celui dont on ne peut negliger de m^me que 
Tdpaisseur^ s'appelle surface, 

IV. Lignes droites sont celles qui n'entourent aucun 
espace ^ de quelque maniere que deux d'entre elles se 
rencontrent entre deux points communs. 

y. Toute surface qui ne renferme aucun espace ayeo 
une ligne droite^ de quelque maniere que cette droite 
la rencontre entre deux points communs^ se nomme 
j)lan ou surface plane. 

YI. La surface plane prend le nom de cercley lors- 
qu'elle est terminee par une seule ligne egalement dis- 
tante d'un point interieur de la m^me surface : cette 
ligne s'appeUe circonference ^ ct le point; cenire du 



2 PRmCIPES MATHEMATIQUES , 

cercle. Toulc clroite comprise entre le centre et la cir- 
conference est un rayojij et la ligne droite, compos^e 
de deux rayons ^ s'appelle diamhtre ; toute portion de 
cercle^ comprise entre deux rayons et la partie^ ou arc 
de la circonference qu^ils interceptent^ est un secteur 
de cercle, el ces deux rayons en sont les cdtSs. 

VII. On donne le nom d'angle a la figure que deux 
lignesforraent^ Iorsqu'ellesaboutissenta un m^me point. 
Les deux lignes sont les c6te's de Fangle , et le poink 
oii elles aboutissent en est le sommet. 

VIII. Par angle rectiligne on entend celui qui est 
forme par des lignes droites; et Iorsqu'on compare des 
angles rectilignes comme des grandeurs egales ou ind* 
gales ^ on sous-entend toujours des arcs de cercles , com- 
pris entre leurs c6tes y et decrits de leurs sommets 
comme centres avec des rayons egaux ; et puisque deux 
rayons comprennent ainsi plus d'un arc, nous convien- 
drons de prendre , pour la valeur d'un angle rectiligne 
quelconque ^ le plus petit arc que les circonstances per- 
mettront y pourvu que cet arc soit compris entre ses c6- 
t^s^ et decrit de son sommet comme centre^ ayec le 
rayon dont on sera conrenu d'ayance. 

IX. Tout angle dont les c6tes coupent ainsi le quarC 
de la circonference y est un angle droit; et les c6tes de 
Tangle droit sont perpendiculaires entre eux. 

X. L'angle s'appelle obtus ou aigu , selon qu'il est 
plus grand ou plus petit qu'un angle droit. 

XI. Deux lignes droites sont dites paralleles , lors- 
qu'^tant situdes dans nn m6meplan^ elles ne penyent 
se rencontrer^ quelque prolongees qu'on les suppose. 

XII. Tout plan termin^ par des lignes droites e$t 
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tiii polfgone^ et les droites qui le terminent en sont 
les c6t^s. 

XIII. Le triangle est un polygone a trois c6tes. 

XIV. Le quadrilatere en a quatre. 

XV. Le pentagone^ cinq. 

XVI. Uhexagone , six^ et ainsi de snite. 

XVII. Le qnadrilat^re dont les c6tes opposes sont pa- 
ralleles , se nomme parallelogramme, 

XVIII. Celni donl tons les. angles sont droits y s'ap- 
pelle rectangle, 

XIX. Le rectangle dqnilateral est un carrS^ 

DEMANDES. 

I. Tirer nne droite entre deux points donnes. 

II. Prolonger a volonle une droite donnde. 

III. D'un centre avec un rayon donnd de'crire nn 
cercle. 

AXIOME. 

Si deux lignes droites font ftvec Une troisi^me droite 
deux angles intetiecrs d'un m^me c6t^ , dont la somme 
soit moindre que deux angles droits ^ les deux premierea 
droites prolongdes de ce m^me c6t^ pourront toujours 
se rencontrer. 

AVERTISSEMENTS. 

I. Tant que Fon n^avertira pas du contraire^ nous 
supposerons toujours des figures situdes sur nn m^me 
plan. 

II. Lorsque les arcs dont il est parl^ dans la definir 
tion VIII ne seront pas decrits^ il suffira d^ les sous* 
Qntendre. 
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roDt aassi sur le plan de DEF [ i. def. 5] ; donc tons les 
points d'ABG sont dans le plan de D£F. Je dis mainte- 
nant que tous ceux de GH doiyent tomber sur la cir- 
conference ILY; car autrement il y en auroit un^ par 
exemple S ^ qui tomberoit soit en dedans ^ soit en dcbors 
du cercle ILV; et menant la droite DST, ou DTS, 
on auroit DS=AG [i. ddf. 6], AG=DI [const.], DI 
=DT [ I. ddf. 6] , et par consequent DS=DT, ce qui 
seroit absurde. Or, le point G est en I [de'm. ] , et Tarc 
GH=rarc IL [sup. et de'f. 8]; donc H sera en L, et 
par consdquent le c6i6 AG sur le c6te DF : donc G 
tombe en F, parce que AC=DF [sup.]. D'oii il s'ensuit 
que les troisi^mes cAte's BC , EF, ne feront qu'une seule 
et m^me droite ; donc 6C=EF. Puisque CA tombe sur 
FD , CM sur FO, CB sur FE, et CN sur FP, Farc MN 
tombera dem^me sur Tarc OP [dem. pr^cddente] ; donc 
MN = OP, et par consdquent Fangle C = rangle F 
£i. 8]. On demontreroit de m^me que Tangle ABC= 
DEF j et puisque les c6tes des triangles ABC , DEF, les 
plans qu'ils entourent , et les angles qu'ils forment , 
poses les uns sur les autrds, se recouyrent parfaitement^i 
il s^ensuit que les deux triangles sont ^gaux. 

CoroL I . Si deux angles rectilignes coupent , selon la 
def. 8 , des arcs dgaux dans deux cercles donn^s , ils 

couperont aussi des arcs dgaux dans deux autres cercles 

quelconques, decrits de leurs sommets comme centres 

ayec des rayons ^gaux. 

!2. Si deux secteurs, tels que AGH et DIL, ont un angle 

i^gal compris entre des rayons ^gaux , ils seront dgaux. 
IV. Lorsque les c6tds d'un triangle sont egaux; les 

angles oppose's k ces c6te's sont dgaux. 
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Sapposons dans le triangle ABG le c6td AB= AC^ et 
proIoDgeons AB et AC en faisant C£=BD [i. 2] : nons 
aurons AD= AE. Menons DC et BE. Dans les triangles 
ADCet AEB, on a AD=AE [dem.], AC=AB [snp.], 
et Tangle BAC commnn : on anra donc CD=BE, Fangle 
ACD=ABE, et Tangle BDC=CEB [1. 3]. Dans le» 
triangles DBC, ECB, on a DB=EC [const.], DC=EB 
[ ddm. ] , et Fangle BDC=CEB [dem. ] 5 donc FangU 
DCB=EBC [1.3]: mais Fangle ACD=ABE [ddm.]; 
donc Fangle ACB=ABC. 

y. Partager une droite donnde en deux parties egales^» 

Soit AB la droite donnee. Sur AB construisez les 
triangles equilateraux ABC, ABD, et menez. la droite 
Cp. Cette droite diyisera AB egalement en E» 

Car CA ^tant = CB [const.J, on a Fangle CAE= 
CBE [1.4], ainsi que DAE=DBE^ donc Tangle CAI> 
=CBD: mais ces angles egaux sont compris entre de» 
c6te's egaus:, saroir, entre AC=BC et AD=BD[const.]; 
donc Tangle ACE=BCE [i. 3]. Onaura donc dans leafe 
trianglesCAE, CBE, le c6i6 CE commun, CA=CB, et 
Fangle ACE=BCE [ddm.l, ct par conse'quent AE=^^ 
BE[i. 3]. 

VL Par un point donue sur une droite quelconque- 
elever une perpendiculaire a cette droite. 

Soit BC la droite, et A le poittt douoe. II s^agit d^e'- 
lever AF perpendiculaire a BC. 

De c6te et d'awlre du point A prenez AE=AD, et 
construisez les triangles equilateraux DEF et DEG^ la 
droiie FA , men^e par les points F, A, s6ra la perpen— 
diculaire demandee» 

La droite FG devant passer pax le point A [k 5}^ lE 
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6*ensait qne FA fera partie de FG ; et pnisqtie dans le 
triangle FDE,les deax cotds DF, EF, sont eganx [const.]^ 
on aara Tangle FDA=FEA [i. 4] ^ mais ces deox an- 
gles sont compris entre des c6tes egaax^ saToir, entre 
FD=FEet DA=EA [const.]; donc Tangle FAD=FAE 
[ I. 5]. On troarera dc m^me Vangle DAG — F.AG. Or, 
les droites DF, FE^ EG , GD^ etant egales a la mdme 
droite DE [const.] , doirent ^tre ^gales entre elles; donc 
les triangles FDG, FEG, donneront Tangle DFG = 
DGF, et rangle EFG=EGF [i. 4] j d'ou Fon tire DFE 
=:DGE: mais ces deax angles sont compris entre des 
c6x6s ^ganx chacan h. chacan, c'est-a-dire, entreDF = 
DG, ct FE=GE ; donc les angles FED, GED, des trian- 
gles respectifjs, seront egaax[ i. 5]. Les triangles FEA, 
GEA, ont aassi rangIe'FEAr=GEA [dem.] compris 
entre FE=GE et AE comman , et par conseqaent Tan- 
gle FAE=EAG [i. 3]; donc Tangle DAF=FAE= 
£AG=GAD [dem.], et par consdquent chacan de ces 
mgles derra coaper la qaatrieme partie de toate circon- 
fi^rence d^crite da centre A arec nn rayon quelconqae 
[ i. 5] ; donc ik sont droits, et par cons^uent la droite 
AF sera perpendiculaire snr BC [i. def. 9]. 

CoroL i. Tout diam^tre d'an cercle en diyise la cir- 
confdrence en deux parties egales. 

2. L'angle dontles c6t^s sont en ligne droite est egal 
2i deax angles droits. 

5. Et tout angle dgal k deax droits a ses c6tds en 
ligne droite. 

Sapposons Fangle ABCE ^gal a deux angles droits. 

Si BA et BG ne sont pas en ligne droite, on pourra, 
en prolongeant CB^ sapposer CBE nne ligne droite^ et 
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^nclare en conseqnence^ que Tangle CBE Tant anssi 
denx angles droits [corol. preced.]: mais Tangle ABCE 
est ^gal k cette m^me somme [snp.]^ donc ABCE=CB£^ 
ce qui est impossible. 

4* Une droite tombe perpendicnlairement snr nne 
antre^ lorsqn'eIle la rencontre en faisant deux angles 
de snite egaux entre eux. 

VII. Si denx droites se conpent , les angles opposed 
par le sommet seront ^gaux; et si lcs angles opposds 
par le sommet sont egaux , leurs c6tes seront en ligne 
droite y ponrvn que denx de ces c6tes soient snpposes en 
ligne droite. 

Soient BC^ DE^ denx droites qni se croisent en A. 
Cbacun des angles BACE et DAEB est egal a denx 
droits [i. 6. corol.] , et par consequent BACE=DAEB j 
retranchant donc de part et d'antre la partie commnne 
BAE, on anra BAD=CAE. 

Snpposons Tangle BAD=CAE, et BC nn ligne droite : 
je dis que AD et AE seront en ligne droite. 

Xar on a d'abord rangle BADplus BAE=CAE plus 
BAE : mais ces derniers reunis font deux angles droits 
£ I. 6. corol. 2 ] ; donc les premiers BAD plus BAE 
feront anssi denx angles droits^ et par consdqnent DA 
et EA seront en ligne droite [ i. 6. corol. 5 ]. 

yill. Si denx dVoites conpdes par nne troii^eme 
font avec elle des angles altemes dganx , ces deux 
droites sont paralleles entre elles. 

Soient CD^ EF^ les deux droites^ et LB latroisieme; 
et snpposons qne les angles altemes CAB , ABF^ qn'elles 
forment ensemble^ soient egaux : je dis que CD et EF 
seront paralleles. 
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Car aatrement elles pourront se rencontrer, par exem- 
ple en G. Diyisons AB egalement en H [i. 5]^ et 
menons la droite GHI en faisant HI=:HG. Si Tonjoint 
AI^ on anr^L les triangles AHI^ GHB, dont TangleAHI 
sera=GHB [i. 7] : mais les c6tes qni comprennent ces 
deux angles sont egaux chacun a chacun^ c'est-a-dire^ 
AH=HB et HI=HG [const.]i donc Tangle HAI= 
HBF [i. 3] : or, CAH est aussi egal a HBF [sup.] -, donc 
HAI = HAG y ce qui est impossible. Donc les deux 
droites CD^ EF^ ne sauroient se rencontrer, et par conr 
sdquent sont parall^Ies [ i . ddf. 11]. 

CoroL Deux droites sont paraUeles^ Iorsqu'eIIes for- 
inent ayec nne troisi^me droite Tun des angles exter- 
nes egal a Tangle inteme oppose' du n»^me cbli-y oa 
lorsque deux des angles intemes d^un m^me c6td ya* 
lent ensemble deux angles droits. 

Car supposant Fangle externe LAD=ABF interne^ 
et opposd du m^me c6td, on aura LAD=CAB [ 1 . 7], 
etpar consequent CAB=ABF: donc CD, EF, seront 
paralleles [ddm. ]. 

Supposons que ABF et BAD, intemes du m^me c6te,. 
fassent ensemble deux angles droits. Puisque CAB plus 
BAD font aussi deux angles droits [1.6. corol.] ^ on aura 
ABF plus BAD=CAB plus BAD. Retranchant donc de 
ces deux sommes dgales la partie commune BAD ^ reste 
ABF=CAB; d'ou il suit que CD et EF sont parallfeles 
[1.8]. 

IX. Si one droite conpe deux paralleles^ les angles 
alternes seront dgaux^ les deux internes du m^me c6t^ 
feront ensemble deux angles droits^ et Texterne sera 
egal k rinterne oppose du mSme c6te\ 
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Soient DE, FG, paralleles^ et B, C, les deaxpoints ou 
elles conpent la troisi^me AB. Si denx des angles al- 
ternes^ comme BCD et CBG, poayoient ne pas ^tre 
dgaux^ Fnn; par exemplc BCD^ seroit plas grand que 
Tautre CBG^ on aaroit donc BCD plus BCE > CBG 
plus BCE : mais la premi^re de ces deux sommes 
▼aut deux angles droits [1.6. corol. ] -, donc CBG plus 
BCE en feroit une plus petite que deux angles droits, 
et par consequent CE^ BG, prolongdesa volont^, pour- 
roient se rencontrer [i. ax.] : mais cela est impossible 
[sup.] ; donc Tangle BCD=CBG. II suit de Ih. que Tan- 
gle CBG plus BCE=BCD plus BCE : mais cette der- 
niere somme yaut deux angles droits [1.6. corol. ]; 
donc CBG plus BCE feront aussi deux angles droits. 

Or,ACE=BCD[i.7],etCBG=BCD[dem.]jdonc 
ACE=CBG. 

X. D*un point donne sur une droite quelconque 
tirer une droite qui y fasse un angle ^gal a un angle 
donne. 

Soit AB la droite^ A le sommet, et CDE Tangle donnd. 
Sur DE prenez un point quelconque G, et faites DF= 
DG [i. 2]; menez FG, que vons diviserez ^galement 
en H [i. 5] , et joignez DH. Puisque DF=DG [const.] , 
on anra Fangle DFH=DGH [i. 41 • niais ces angles 
sont compris entre des c6t^s egaux chacun a cliacun , 
savoir, entre DG = DF et GH = FH [const.]; donc 
Tangle DHF=DHG [i . 3] , et par consequent DH per- 
pendiculaire a FG [i. 6. corol.]. Prenant ensuite AI= 
DH [1.2]^ et levant IL perpendiculaire sur AB [ i. 6] , 
et ^gale h. FH [i. 2], menez AL. Dans les triangles 
lAL; DHF, vous aurez IA=B[D,IL=HF, et Tangle 
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AIL=:DHF [const.], et par conseqaent Tangle IAL=: 
HDF [i. 5]> faisant de m^meLAM=HDG^ Tonsaurez 
TaHgle BAM=:CDE. 

XL Par nn point dbnnd mener nne parall^Ie a nne 
droite donnde. 

Soit BG la droite^ et A le point donn^. Par nn point 
qaelconqne D^ pris sur la droiteBC; menez AD^ et cons- 
truisez Tangle DAE=ADB [ i. 10] : la droite AE sera 
par?illele a BC [i. 8]. 

XII. Dans tout triangle la somme des trois angles 
est ^gale h deux angles droits; etsi on en prolonge Fun 
des c6t^s , Fangle ejLterieur sera egal k la somme des 
deux intdrieurs opposds. 

Soit ABC un triangle quelconque. Menant GD pa- 
rall^Ie k AB^ les angles DCB, BGA et CAB, feront en- 
semble deux angles droits [ i. 9] : mais Tangle ABC==^ 
^yCB [i. 9]^ donc les trois angles ABC^ BCA, GAB, 
r^unis^ feront aussi deux angles droits. 

Prolongeant AC vers E-, puisque Tangle ECD=GAB 
[1.9], et DCB=ABC, on aura BCE=ABCplusGAB, 

XUL Dans tout triangle le plns grand c^te est opposd 
au plus grand angle^ et le plus grand angle est opposd 
au plus grand c6te. 

Soit dans le triangle ABC le c6t^ AB > AC. Faisant 
AD= AG , et menant CD, on aura Tangle ACD= ADG 
[i. 41; ct par consequent ACB> ADC : mais Tangle 
ADC> ABC [ I. 12] ,• donc ACB>ABC. 

Soit dans le triangle EFG , Tangle EFG>EGF. Si 
le cAt^ EG dloit <EF, FangleEGF seroit> EFG [dem.], 
impossible [sup. ] : si EG dtoit=EF, Tangle EFG seroit 
a=EGF [1.4], impossible 5 donc E(>> EF. 
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HoroL Dans tpat ifcriangle des angles dgaux sont op- 
poses li des cdtds ^gaox , et des c6te's dgaux sont oppos^s 
a des angles egaax. 

XIY. Si dieax c6tes d'an triangle sont ^gaax k deux 
€6tes d'un autre triangle cliacun a cliacun ^ et que Tan- 
gle compris entre les premiers soit plus grand que Fan- 
gle compris entre les derniersyle c6t^ oppose au plus 
^rand angle surpassera le c6te oppose au plus petit^ et 
si le troisl^me c6td du premier triangle surpasse le troi- 
•i^me c6te de Tautre ^ Tangle oppose au plus grand c6te 
«era plus grand que Fangle oppose au plus petit. 

Soitdansles trianglesABC, DEF, le c6td AB=DE^ 
AC=DF, et rangle BAC> EDF. 

Au point A du c6te AB^ pas plus grand que le c6t^ 
AC; faitesrangle BAG=EDF [i. io].Puisque ABn'est 
pas plns grand que AC^ rangle ACB ne sera pas plus 
grand que ABC [ i. i5] : mais rangle exteme AGC est 
> ABC [i. 12]; donc AGC>ACB, et par consequent 
AC>AG [i. i3]. Sur AG prolongde prenez AH = 
AC=DF, et tirez BH , HC. Les angles BAH , EDF, sont 
^aux [ const. ] : mais Us sont compris entre des c6tds 
^gaux, c'est-i-dire , entre AH=DF, et AB=DE [sup.]; 
donc le troisi^me c6te BH sera = EF [i. 5]: mais AG 
=AH [const. ] ; donc AHC=ACH [1.4]; et par con- 
•dquent BHC>BCH^ donc BC>BH [i. i5], c'est-k- 
dire, BC>EF. 

Supposons dans les triangles ILM, DEF, le c6td IL= 
DE, IM=DF, et LM>EF. Si rangle LIMdtoit< 
EDF, le c6te EF seroit> LM[d(^m.], contre la sup- 
position : si LIM e'toit =EDF, le c6te LM seroit =EP 
[ !• 5] coutre la supposition^ donc rangle LIM > EDF. 
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XV. Dans tout parallelogramme^ les angles opposd^^ 
ainsi qae les c6tes opposes entre enx , sont ^ganx. 

Snpposez ABCD nn paralldlogrammC; et menez la dia<* 
gonale 6D. Puisque AD est parallele a BG^ et AB pa* 
rallele ^ DC [snp. et i. def. 17], Tangle ADBsera = 
DBC [1.9], ainsi qne Fangle BDC= ABD; donc Tangle 
ADC=ABC. On trouvera de m^me BAD=BCD. 

Je dis^ en second lieU; qne les c6tes opposes sont 
egaux^ car s'ils ne le sont paS; on pourra supposet; par 
exemple^ AB>DC: faisant donc BE=CD, et menant 
DE^ on anra dans les triangles BDE^ CBD^ nn c6te com- 
mun BD,lec6te BE=DC, etrangle ABD=BDC [dem.]; 
donc BDE=CBD [i . 3]: mais ADB=DBC[dem.]; donc 
Tangle BDE=ADB^ ceqni estimpossiblej donc AB= 
DC et AD=BC. 

CoroL I. La diagonale partage le paralldlogramme 
en deux parties egales. 

2. Tont parallelogramme est rectangle^ s'il a un angle 
droit. 

XYI. Si denx e6tes opposes d'nn qnadrilatSre sont 
^gaux et parall^les , le quadrilatere est un parallelo- 
gramme. 

Snpposez que les c6tes AB, CD, du quadrilat^re ABCD^ 
soient dgaux et paralleles, et menez la diagonale BD: le 
c6te AB etant parall^Ie a CD, Tangle ABD sera = BDG 
[ I. 9] : mais BA = DC [sup. ] , et BD commnn ; donc 
Tangle BDA=DBC [ i. 3]; et par consequent AD est 
paraliaeJiBC[i.8]. 
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DEFINITIONS. 

I. 1 ouTE ligne droite qui joint les extremites -d^un 
arc , en est la corde. 

II. Pour qu'un angle soit inscritkxxa arc^ il faut que 
son sommet s'7 trouve place' , et que ses c6te's aboutis- 
sent aux deux extremites de cet arc. 

III. Lorsqu'il est impossible de mener plus d'une 
droite par le sommet d'un angle quelconque^ entre les 
lignes qui en sont les c6t^s^ on appelle ces lignes tan" 
gentes Vune de Vautre, et on dit qu'elles se touchent 
reciproquement au sommet. 

PROPOSITIONS. 

I. Trouver le centre d'un cercle propose'. 

Soit ABC le cercle. Tirez la corde AB, et diyisez-Ia 
egalement en D. Par le point D menez la perpendicu- 
laire £DG jusqu'k la circonference^ et diyisez-Ia egale- 
ment en F : je dis que F sera le point que Ton demande, 

Car autrement le centre du cercle devra se trouver 

bors de la ligne EC [ i. ddf. 6]. Supposons-Ie en G^ et 

menons GA, GD, GB 5 on aura AG==GB [i. def. 6], et 

rangIeGAD=GBD [i. 4]: mais AD==BD [const.]j donc 

iADG==;BDG [ I. 3]; et par consequent ces deux angles 
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seroDt droits [1.6. corol.] : mais A£>C est drolt [consL]; 
donc TaDglc ADG=ADC^ ce qui est absurde; doncF 
est le centre demaDde'. 

Corol, La perpendicnlaire cley^ sur le miliea de la 
corde passe necessairement par le centre. 

II. Le rayon ne saaroit ^tre perpendlcolaire ^ la corde^ 
sans la couper en deux parties ^gales 5 ni la diyiser en 
parties c'gales y sans la couper perpendiculalrement ^ 
pourvu que la corde ne soit pas un diametre. 

Soit AB la corde, C le centre, et CG un rayon per- 
pendiculaire a AB: je dis que AD=DB. 

Car autrement on pourra diviser AB dgalement en E^ 
et y lever la perpendiculaire EF^ laquelle devra passer 
par le centre C [ 2. i. corol,] j ce qui est impossible , vu 
que £F doit ^tre parallele k CD [ i • 8. corol. ] ; donc AD 
=DB. 

Snpposons AD =DB : toute droite elevee perpendicu- 
laircmect sur le point D doit passer par le centre C^ et 
ne Taire en consequence avec CD qu'une seule et mdme 
droite [ i. d^f. 41^ donc CD est perpendiculaire II AB. 

III. Si d^un poinl interieur du cercle on peut mener k la 
circonfdrencetrois droitesegales, ce point enestlecentre. 

Soit AB=AC=AD. Menez les droiles BC, CD, et 
divisez-les ^galement en E et F, moyennant les droites 
AE et AF. Puisque BE=CE [const.], et BA=CA [sup.], 
ainsi que Tangle ABE=ACE [i. 4], on aura Tangle 
AEB=AEC [ i. 3] 5 donc AE perpcndiculaire sur BC. 
On demontreroit de m^me que AF est perpendiculaire 
sur DC: mais AE, AF^ doivent passer par le centre 
£2. I. corol. ], et le point A est le seul oii elles puissent 
%Q rcncontrer; donc A est lc ccntre du cercle. 
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IV. Si denx rayons diylsent le cercle en deax sec- 
tears^ Tangle de run de ces sectears sera toujoars le 
double de Tangle inscrit a Farc de Taulre secteur. 

A est le centre du cercle BCD, BADE Tangle de ru^. 
des secteurs^ et BCD Tangle inscrit a Tarc de Taatre. 
secteur. 

Supposons d'abord que le centre A soit un point de 
BC, c6te de Tangle BCD. Puisque AC=AD, on aura 
Tangle BCD=ADC [1.4]: mais Tangle BAD est egal 
& la somme des deux BCD plus ADC [ i . 12]; donc 
BAD sera le double de BGD. 

Sapposons, en second lieu, que le centre A ne se 
trouve sur aucan des c6tes de Tangle BCD. Menant le 
diametre CAF, Tangle BAF sera le double de BCF, ct 
Tangle DAF double de DCF [dem.]'; donc BADEsera 
le double de BCD. , . 

CoroL I . Un angle sera plus grand qa'un aatre , sSI 
est inscrit dans un arc plus petit j et plus petjt^ s'il est 
inscrit dans un plus grand arc. 

2. Les angles mscrits sont eganx^ lorsqaMIs le sonC 
dans des arcs egaux^ et si les arcs sont dgaux, ces an« 
gles le seront aussi. 

3. Un angle sera droit^ ou aigu , ou obtus, selon qu'il 
se trouyera inscritdans une demi-circonference, oa dans 
un arc plus grand ou plus petit que la demi-circonfi^retice. 

4. Deux angles opposes d'an m^me quadrilat^re font 

ensemble deux angles droits , lorsqae le quadrilaiere est 

• . ."'■•.••->•.• 

inscrit dans le cercle, c'est-^-dire, lorsqae les sommetfl 
de tous ses angles sont a la circonference. 

V. Tout point de la corde, different.de ses extremi* 
tds^ est plac^ dans rinterieur du cercle. 
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Soii G nn point quelconqae de la corde AB^ et D Id 
centre. Menez les droites AD^ BD^ GD. L'angle DAO 
etant = DBG [1.4], et DBG < DGA [i. 12], on aura 
DAG<; DCA , et par consequent DG < DA [ i . 1 3 ] : donc 
le point G sera dans rinterienr du cercle. 

VI. .Lorsqu'une droite et une corde se rencontrent 
dans un m^me point de la circonference^ de telle sorte 
que Tangle qu'elles y forment soit egal k Tangle inscrit 
dans Fajrc exterieur, c'est-a-dire, dans Tarc qui n'est 
point compris cfntre la droite et la corde^ je dis que cette 
droite touche les deux arcs an point 011 elle les rencon- 
tre j et que si elle y est tangente h Tun de ces deux arcs^ 
elle le sera egalement a TautrC; et formera de chaque 
cote de la corde , deux. angles ^gaux a ceux qui seront 
inscrits dans les arcs externes , cbacun k cliacun. 
• La droite DA£ passe par Textremite A de la corde AB^ 
et y fait ayec elle Fangle BAE ^gal a Fangle AGB ins- 
crit dans Tarc AGB : cet arc s'appelle exteme par rap- 
port a Tangle BAE. Gela posd ^ je dis que la droite DE 
touche les deux arcs AFB^ AGB^ au point A. 

Toute droite menee du point A k quelque autre poinl 
de Tarc AFB, doit tomber dans rint^rieur du cercle 
[ 2. 5 ] , effaire avec AB un angle moindre que AGB 
[2. 4] > car il sera inscrit k un arc > AGB ^ donc ce iti^me 
angle doit dtre < BAE, et par consdquent tous les points 
de Tarc AFB seront situds entre les droiles AB et AE. 
Menons^ s'il est possibIe,par le point A^ entre le c6te AE 
et Tarc AFB, une droite AG. Puisque raogle BAE est 
= BGA [snp.], on aura BAG<BGA; on pourra doiic 
faire BGH = BAG ^ et mener AH. L'angle BGH sera =: 
BAH [ 2. 4* corol.]^ et par cons^quent BAH = BAG, 
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c^est-^-dire^ la partie dgale aa toat; cequi est absarde. 
II est donc impossible de mener par le point A^ entre Ib 
c6te AE et Farc AFB, une droite telle que AG; d'oii il 
s'ensait qae la droice A£ et Tarc APB se toadient r^ci- 
proqaement en A. [2. def. 3].- 

D'an point qaelconqae F de Farc AFB^ menez les 
droites FA^ FB. Les deax angles oppos^ AGB, AFBy 
feront ensemble deax angles droiu [ 2. 4« coroL ] : mais 
les deax angles BAE plas BAD font aossi deax angles 
droits [1.6. corol.] ; donc ACB plas AFB = BAE plas 
BAD: orrangleACB=BAE[sap.]; donc Fangle BAD 
= AFB^ et par conseqnent AD toacbera aassi Tarc ACB 
au point A [ dem. ]. 

Sapposons maintenant qae la droite IN toache Farc 
ILM aa point I ; menons la droite IL^ et dans Tarc LMI^ 
exteme par ra pport k rangle UN^ inscrirons Tangle LMI: 
je dis qufrLIN sera=LMI; car si LIN est^ par exemple^ 
> LMI, on pourra construire rangle LIO= LMI^ et 
pour lovs le c6te lO sera tangent a Tarc IL [dem.] : mais 
entre les de.ux droitcs IN^ lO^ on en peut mener autanf 
qa'oayeat; done ii sera possible de conduire plos d'une 
droite entre un arc IL et sa tangente IN^ ce qui est oon* 
Iraire k la definitlonlll^ lir. II : donc LIN=LMI; d'oii 
il s'ensait que4a droite NIP doit toucber a la fois^ et au 
m^me point I, les deux arcs IL et LMI. 

CoroL I . Un oercle et une droite ne peufent se tou-«. 
cber que dans un point. Cette consequenoe derire de la 
proposition precedente et du commencement de la dd« 
monstration. 

2. Toute droite njende par le centre d'un cercle, et 
par le point de contact^ est perpendiculaire k la tangente 
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dans ce m^me point^ et toute droite perpendiculaire a 
la tangente au point de contact^ doit passer par le cenlre 
db cercle. 

3. Toule perpendiculaire h. Fextr^mitd d'un rayon 
est tangente k la circonference. 

4. On ne peut mener qu'nne tangente par un seal 
point de la circonfdrence. 

YII. Le dtametre est la plus grande de tontes les cor- 
des d'un m^me cercle. 

Soient AG un diametre^ et AB^ BC^ deux cordes da 
cercle ABC5 Tangle ABC sera droil [2. 4« corol.] , ct par 
consdqnent > ACB [ i. la] : donc AC > AB [ i. i3]. 

VIII. De deux arcs de cercle de'crits ayec des rayons 
dgaux; et moindres quela demi-circonference^ le plus 
grand est celui qui a une plus grande corde ; et la plus 
grande corde soutend un plus grand arc. 

GA, HD, sont deux rayons dgaux^ el ABC, DEF, des 
arcs circulaires moindres que les demi-circonfidrences 
respectives. Soient menees les cordes AC, DF, et les 
rayonsGrC, HF. Cesrayonsseront^gaux. Supposons rarc 
ABC > DEF 5 Tangle AGC sera > DHF [ 1 . ddf. 8] , et 
par cons^quentla corde AG > DF [ 1. 14]. Si Ton sup- 
pose la corde AC > DF, on aura Tangle AGC > DHF 
[ 1 . 1 4] , et par consdquent Tarc ABC > DEF [ i . def. 8]. 

Si le plus grand arc etoit une demi-circonfdrence^ la 
corde en seroit le diam^tre , et partant la plus grande [2. 
7 ] 5 si la plus grande corde dtoit un' diam^tre, Tarc sou- 
tendu seroitune demi-circonfidrence^ et partant le plus 
grand arc [sup. ]. 

CoroL Dans descercles k rayons ^gaux; les arcs dgaux 
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ont des cordes ^gales ; et les cordea^gales soutendent Acg 
arcs dgaux. % 

IX. Deux lignes qui touchent une troisieme dans un 
point quelconque^ sont tangentes entre elles dans ce 
xn^me point. 

Supposons que AB^ AC^ touclient U m^me ligne AD 
au point A : je dis que AB toucHe AC au m^me point. 

Car autrement on pourroit mener entre AB et AC^ par 
le point A, deux lignes droites [2. def. 3 ] ; et entre ces 
deui lignes autant de droites qu'on youdra : mais de 
toutes ces droites ^ il en tomberoit deux pour le moins , 
soit entre BA et DA, soit entre CA et DA5 donc les Iignes 
AB^ AC^ ne seroient pas toutes deux tangentes ^la mdme 
droite dans un m^me point^ ce qui seroit contraire a la 
supposition. Donc AB est tangente a AC. 

CoroL I. Les circonferences de deux cercles^ qui ont 
un point commun en ligne droite avec leurs centres^ 
sont tangentes Tune de Tautre dans ce m^me point^ et 
les circonferences qui sont tangentes Tune de Tautre^ 
ont leurs centres en ligne droite ayec le point de contact. 

Soit AB la droite qui joint les centres de deux cercles, 
et A le point commun k leurs circonferences. Si Ton 
m^ne la perpendiculaire ACpar le point A, les deuxcer- 
cles toucheront AC dans ce point [2. 6. corol. ], et par 
consdquent ils s'y toucheront re'ciproquement [2. 9]. 

Soit A le point de contact de deux cercles qui s'y tou- 
chent reciproquement, et B le cenlre de Tun d'eux. Par 
le point A menez la droite AC perdendiculaire au rayon 
AB j AC sera tangente de ce cercle au point A [ 2. 6. co- 
rol.] : mais les deux cercles s'y touchent reciproqueinent 
[sup.]^ donc AC sera aussi tangente de Tautre [2. 9]^ 
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et par cons^quent AB prolongee , deyra passer aassi par 

Bon centre [s.^coroL]. 

a. Deux cercles ne peavent se toacher qa*en un seul 
point. 

Supposons^ s'il est possiblc; qu'ils se touclient en 
jdeux; par exemple en A et B^ et tirons la corde AB^ di- 
Tisee dgalement en G par la perpendiculaire GD : cette 
droite prolongde k Tolont^ passera par les centres des 
4eux cercles [ 2. i. corol.]^ sans rencontrer les points 
A^ B de contact [contre le corol. prdoddent] ; donc les 
ieux eeroles ne se toachent qa'en un point. 
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DEFINITIONS. 

I. JLje tout compos^ de parties dgales s^appelle mul" 
tiple de chaque partte^ et chaque partie sous^multiple^ 
du tout. 

II. Lorsqu'on compare deux grandenrs quelconques 
en examinant combien de fois la premi^re eomprend uq 
sous-multiple quelconqae de la secondc; on Bomme 
celle-ci consdquent ^ et Tautre antecSdent. 

III. Si plusieurs antece'dents et leurs consequents sont 
tels qu'aucun des antdcedents ne puisse contenir un 
sous-multiple quelconqiie de son consequent^ plus de 
fois que chacun des autres ant^cedents ne contient un^ 
^qui-sous-multiple de son cons^quent^ on les nomme 
proportionnels y et on dit que Fun des antecedent^ est k 
son consequent^ comme chacun des autres antdcedents. 
est k son consequent. 

AVERTISSEMENT. 

I. Pour d^signer qu'une grandeur A est a une gran- 
deur B^ comme une autre grfjindeur C est k une gran-^ 
deur D -^ on dcri t A : B r. C : D. 

II. A+B, c'est-i-dire^ A plus B, marquelc tout cpm- 
pose dcs parlies A «t B. 
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aura cliaque antecedenl plns son consequent k son cott-> 
sequent^ comme chacun des autres anlecedents plus son 
consequent a son consequent; et si les antecddents sont 
plus grands que leurs conseqfients^ on aura aussi cbaque 
antecddent molns son consdquent k son consequent^ 
comme cliacun des autres antecedents moins son con- 
sequent a son consequent. Gette proposition est facile 
k deduire de la definition III ^ liv. III. 

y . Lorsque plusieurs grandeurs seront proportionnel* 
les et homogenes^ on aura tous les antecddents pris en- 
semble a tous leurs consequei^ts^ comme cbaque ante- 
cedent est k son consequent. 

Soit A:B::C:D. Je dis que A+C:B-f D::A:B. Sup- 
posons P sous-multiple de B et moindre que A^ et Q aussi 
sous-multiple de D que P Test de B. Si P n'entre qu'an# 
fois en A^ et par consequent Q une seule fob eu C [5. d6f^ 
3] , le tout P-f-Q n'entrera qu'une fois en A-f-C j car Tex- 
c^s de A sur P doit ^tre moindre que P, et celui de C 
sur Q moindre que Q. De m^me si P+P entre une seule 
fois en A; et par consequent Q-j-Q une seule fois en C 

[3. def. 3] , le tout P-f P-f Q-f-Q, oubien P-HQ+P-f Q 
n'entrera qu'une fois en A-f-C. On prouvera de m^me, 
que si P entre trois fois en A^ et par conse'quent Q trois 
fois en C , le tout P-f Q n'entrera que trois fois en A-f C^ 
et ainsi de suite. Mais P-f-Q est aussi sous-multiple de 
B-f-D que P Test de B^ [car si Ton suppose B=P-|-P^ 
ct par consdquent D=Q-|-Q, on a B-f-D=P-f P-f Q 
+Q=P4.Q+P+Q; si Ton suppose B=P+P+P, et 
D=Q+Q+Q, on a B+D=P+P+P+Q+Q+Q = 
P+Q+P+Q+P+Q, et ainsi de suite] : donc A+C:B 
+D::A:B, 
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Soit encore A :B::£ :F^ on aura C :D::£ :F^ et par con- 
s^quent C+E:D+F::C:D, on C:D::C+E:D+F^ ou 
bien A:B::C+E:D+F^ et par consequent A+C+E:B 
+D+F::A:B, 

£t ainsi de suite. 

CoroL Soient A , B homogines : on aura A : B :: A : B ^ et 
A+A:B+B::A:B^ ou bien A:B::A+A:B+B; onA+ 
A+A:B+B+B::A:B; et ainsi de suile. D'oii il suit que 
deux grandeurs homog^es sont entre elles comme leurs 
equimultiples. 

yi. Deux antdc^dents et leurs consdquents sont pro- 
portionnels; lorsqu'il est impossible de trou ver deux equi- 
multiples des antecedents et deux dquimultiples des 
consequents^ de telle mani^re que le multiple de Tun 
des ant^cedents soit plus grand que celui de son conse- 
quent^ et le multiple de Tautre antecedent plus petit 
que celui de son consdquent. 
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Soient A y C les antdc^dents ^ B^ D les consequents^ et 
E^F deux ^qui-sous-multiples quelconques de B^ D^ si 
A^ B; C; D^ ne sont pas proportionnels ^ Tun des sous- 
multiples^ par exemple F^ entrera en C plns de fois que 
En'entreen A [3. d^f. 3]. Prenons G, H e^quimultiples 
de E^ F^ mais k condition que H soit le plus grand mnl- 
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liple de F qui paisse entrer en C ; on aura G ^''A. Solent 
I, L, M,e'quimultiples de A , G — A et H, mais I > B, 
et L > B, et prenons N, O, equimultiples de B^ D^ a 
condition queN soit > I, et < I+L- Puisque I, L, soni 
dquimultiples de A et G — A, on trouvera^ en raison- 
nant comme nous TaTons fait dans la demonstration prd- 
cedente, que I-f-L est aussi multiple de A-f-G — A, 
c'est-a-dire, de G, que I Test de A, ou M de H [const.]. 
On aura donc I-f-L et M equimultiples de £; F : mais 
N et O dquimultiples de B^ D^ sont par cela m^me equi- 
multiples de E^ F^ et on a I+L>N [const. 3^ donc 
M > O j car E doit entrer en I-f-L plus de fois qu'en N, 
et par consequent F en M plus de fois qu'en O. Soit P 
aussi multiple de C que I Test de A ^ ou M de H : on aura 
P non < M, et par consequent > O. II sera donc pos- 
sible de trouverl, P, equimultiples de A^C^ N,0, equi- 
multiples de B, D; I < N [const.] , et P > O [dem. ]; 
cequi est contraire k riiypotliese : donc F ne sauroit 
entrer en C plus de fois que E en A; et par consequent 
A:B::C:D[5.def.3]. 

VII, Quatre grandeurs e'lant proportionnelles, si Ton 
prend deux e'quimultiples des ante'ce'dents, et deux. e'qui- 
multiples quelconques desconsequents, les quatres gran- 
deurs qui en viendrontseront proportionnelles. 

I M L N . 
E G F H 
A:B::C:D 

P Q 

R 

S 
Soient A:B::G:D; E^ F^ dquimultiples de A^ C; 
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I >L, equimnltiples de E, Fj G,H, eqnimnltiples de B, D, 
et M^ N ^ dquimultiples deG^ H : je dis que I sera > M^ 
toutes les fois que L sera > N j ou I < M , lorsque L < N. 

Supposons I>M^ et P, Q, equi-sous-multiples de B, D, 
mais k condition que P^ moindre que A , puisse entreir 
dans la ptioitie de I — M plus de fois que A n'entre en I. 
Prenez R multiple de P^ moindre que A , sans ^tre < 
A — Rj et S aussi muitiple de R que I Fest de A. 
S.etranc1iant R de I autant de fois que A entre en I ^ 
la somme de tous les restes sera moindre que la moi« 
tie de I — M [const. ] : donc I — S moindre que la 
Bioitid de I — M^ et par consequent S plus grand que 
la somme de M plus la moitie de I — M. P entrera donc 
en S plus de fois qu'en M : mais il est facile de de'- 
montrer que Q ne peut pas entrer en L moins de fois 
qne P en S; donc Q entrera en L plus de fois que P en 
M ^ et par consequent Q en L plus de fois qu'en N5 d'oii 
il s'ensuit que L>N, lorsque I > M. On demontreroit 
de m^me L < N, lorsque I < M : mais I , L , sont e'qui- 
multiples de E, F,et M, N, equimultiples de G, H j 
donc E:G::F:H. 

yill. Si plusieurs grandeurs sont proportionnelles^ 
cliaque consequent sera k son antecddent^ comme cha- 
que consdquent est k son antdcedent. 

EGFH GEHF 

A,B,C,D B,A,D,C 

Soit A:B::C:D; jedisque B:A::D:C; car supposart 
E^ F, equimultiples deA,C,etG, H, equimultiples de 
B, D, on aura E:G::F:H [5. 7], et par consequent E 
> G, lorsque F > H, ou bien E < G, lorsque F < H 
[3. 2]:doncB2A::D:C[3, 6]. 
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IX. Si plusieurs grandeurs proportionnelles sont ho-* 
mogenes^ les antecedents seront entre eux comme leurs 
conse'quents. 

Soit A :B::G:D des grandeurs homogenes : je dis que 

A:C::B:D. 

E G F H 

A, C,B,D 

PrenantE, F equimultiples deA,B,etG,H ^qui- 
multiples quelconques de C , D, on aura E:F:: A :B ^ et 
G:H::C:D [ 5. 5. corol. ] ; mais on a A:B::C:D [sup.]; 
donc E:F::G:H5 et par consequent E> F ou E<F, 
en m^me temps que G>H^ouG<H: donc A : C:: 
B:D. 

X. Soit dans une sene de grandeurs la premi^re k la 
seconde y la seconde a la troisieme , la troisi^me h, la 
quatrieme^ et ainsi de suite^ comme dans une autre 
serie de grandeurs la premiere a la seconde , la seconde 
a la troisi^me^ la Iroisi^me k la quatrieme; et atnsi de 
suite ; je dis qne la premi^re et la derni^re de la pre* 
mi^re sdrie seront entre clles^ comme la premi^re et la 
demi^re de la seconde. 

Dans les seVies A^C^E^etB^D^F^ soit A : C :: B :D ^ 
ct C:E::D:F : je dis que A:E::B:F. 

R 
Y X T 
A, C, E 
B,D, F 
Z V S 

Q 

Soienl Y,Z equimulliples quclconques deA, B; X,V 
eqnimultiples quelconques de C , D^ T, S dquimultiples 
quelconques de E, F, maisT plus grand^ ou plus pttlit 
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qne Yj et supposons R, Q ^ui-sotis-mnlliples de X, V, 
xnais R moindre que Y^ et moindre que T^ et moindre 
que rexces de T sur Y , ou de Y sur T. Puisque A :B:: 
C:D, on aura iussi Y :X :: Z:V, et X:T::V:S [5. 7]; 
doncT:X::S:V[3.8]. 

Supposons Y > T j R enlrera en Y plus de fois qu'en T 
[const.] : mais Q doit entrer en Z autant de fois que 
R en Y , parce que Y : X :: Z : V [ 5. ddf. 3 ] } donc Q 
entre en Z plus de fois que R en T : mais Q entre en S 
autant de fois que R en T, parce que T:X::S:V [ de'f. 3. 
ddm.] 'y donc Q entre en Z plus de fois qu'en S, et par 
consequent Z > S, lorsque Y>T. On trouveroit de m^me 
S>Z,lorsque T > Y- donc A:E::B:F [5. 6]. 

Danslesseries A;G;E;G; B, D, F,H; soitA:C::B:D, 
C:E::D:F, etE:G::F:H: je dis que A:G::B:H; car 
les deux sdries A, C, E; B, D, F, donnent A:E::B:F 
[ddm.]; donc les se'ries A,E,G;B,F,H, donneront 
de m^me A:G::B:H. 

Et ainsi de suite. 

XI. Si dans une serie de grandeurs la premi^re est k 
la derni^re, la seconde a la derni^re, la troisieme ^la 
derniere , et ainsi de suite, comme dans une autre serie 
la premi^re est ^ la derni^re, la seconde a la demi^re, la 
troisieme a la derniere, et ainsi de suite^ je dis que tous 
les termee de la premiere serie pris ensemble , moins le 
dernier terme, seront au dernier terme, comme tous Ics 
termes dela seconde pris ensemble, moins le dernier 
terme , sont au dernier terme. 

Dans les s^ries A, E, B; C, F, D, soit A:B::C:D, et 
E:B::F:D; on aura aussi B:E::D:F [3. 8], et parcon- 
s^quentles deux sdries A^ B, E, et C, D, F, donneront 
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A:E::C:F [3. lo]: donc A+E:E::C+F:F [5, 4]; 
donc les series A+E, E^ B; et C+F, F, D, donneront 
A+E:B::C+F:D[5. lo]. 

Soient A, E,G,B, et C, F, H, D^les serics; on aura 
A+E:B::C+F:D [dem.] : donc les series A+E, G, B, 
etC+F, H,D,donnerontaussiA+E+G:B::C+F+H 
:D. 

Ainsi de suite. 

CoroL Si deux an t^cddents sont equimultiples de leurs 
consequentS; les quatre grandeurs seront proportion- 
nelles. 

Par la ddflnition HI de ce liy. HI; on a A:A::B:B; 
donc les series A , A^ A^ et B; 6, B^ donneront A+A 
:A::B+B:B. On deduira de m^me des series A^ A^ A^ 
A, et B, B, B, B, A+A+A:A::B+B+B:B. 

Ainsi de suite. 
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D^FINITIONS. 

I. Vje chiffre i ^ ou le mot un^ on le nom ^'unitS, 
ddsigne la grandeur dont on se sert pour en determiner 
une autre du m^me genre^ en examinant combien de 
fois Tune d'enlre elles contient quelque sous-multiple 
de Tautre. 

II. L'unite et les grandeurs qu'on compare avec elle^ 
. suiyantla definition prdcddente^ s'appellent nomhresf 

1'nnit^ et ses multiples sont des nombres entiers; le 
multiple d'un sous-multiple quelconque de Tunit^ s'ap^ 
pelleyr^cfion^ ou nombre fractionnaire ; et la gran- 
deur qui n'est multipled'aucnn sous-multiple de runitd^ 
est un nombre sourd ou irrationneL 

III. Tout nombre qui est a Tunite comme un antd- 
cddent quelconque est a son consequent; s'appelle le 
rapport de cet antecddent ^ son consequent, ou rai$on 
^juUlj" a entre cet antSc^dent et son conse'quent* 

ly. DiTiser une grandeur par une autre du m^me 
genrc; c'est determiner le rapporl de la premi^re a la 
seconde. DiTiser une grandeur par un nombre proposd, 
c^est trouTer une autre grandeur qui soit k la premi^re 
comme .l'unite est au nombre proposd. En pareils cas^ 
la grandeur k diTiser s'appelle dividende; la grandeur 

3 
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OH le nombre propose^ diviseur; et le nombre oa la 
grandeur demandee , quotient, On designe un quotient 
en soulignant le diyidende^ et en recriyant au-dessus 
du diyiseur. Le quotient ainsi indique^ prend quelque- 
fois le nom de fraction, oude nombre fractionnaire ; et 
pour lors le dividende s'appelle num^rateur; et le divi- 
seor^ denominateur. 

y . Le quotient prend encore un autre nom ^ lorsque 
1'unite en est le dividende; dans ce cas, on Tappelle 
Vinyerse, ou le rdciprocjue du diviseur. 

yi. Multiplier une grandeur par un nombre ^ c'est 
clierclier une autre grandeur qui soit k la proposde 
comme lenombre est k Funit^. La proposee se nomme 
multiplicande y le nombre^ muUiplicateur ; et la gran- 
deur demand^e , produit, Le mnltiplicande et le mnlti- 
plicateur sont les facteurs du produit. Le produit de 
deux facteurs multiplids par un nombre, ou le produit 
de deux nombres multiplies par une grandeur,s'appelle 
produit de trois facteurs ', le produit de trois facteurs 
par un nombre ^ ou le produit de trois nombres par iine 
grandeur;s'appelle /7ro£fuiV£/e quatre facteurs , et ainsi 
des autres. On indique un produit de plusieurs facteurs, 
en les ^crivant de saite^ et de gaucbe ^ droite, ou bien 
en mettant entre eux le signe X j lorsque cela devient 
ndcessaire pour ^viter toute confusion. 

yil. Le produit de plusieurs rapports s'appelle rap* 
port composdy ou raison composde de ces rapports ; le 
produit de deux rapports dgaux s'appelle raison dou» 
hlde de cliacun de ces rapports; et cbaque rapport^ ra^ 
son sous-double'e du produit^ le produit de trois rap* 
ports ^gaux s^appelle raison triplde de cbacun de cek 
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riipports ; et cliaqQe rapport ^ rat^o/i sous-tripl^e du pro- 
duit , et ainsi de spite. 

YIII. Le produit de deux facteurs egaux est le carrd 
de oliacuii de ces facteurs^ et chaque factetir s'appellei 
racine carrde du produit ; le produit de trois facteurs 
i^aux est le ctlbe de cliacun de ces fkcteurs^ et chaqu^ 
fkcteur est la racine cubique du produit; le produit de 
quatre faicteurs dgaux est le carrd carre'de chacun des 
£acteurs ^ et ckaque facteur e^t la racine carrde carrde du 
produit; le produit de cinq fdcteurs ^gaux est le carrif 
cubede chacun des fabteurs^ et cliaque facteur s'appell0 
racine carrSe cubiquedu produit; le produit de six fac- 
teurs ^gaux est le cube cube de chacun des faoteurs^ 
et chaque faeteur^ racin,e cube cubique du produit^ et 
ainsi de suite. 

YIII. Oeux on a est ^gal a i + 1 ; trois ou 5= 2 + 1 ; 
quatre on 4=3+ i;cinqou5=4H-i;Sixou 6=5+1 j 
isept ou 7=6+1; liuit on 8=7 +i; neufou 9£=:8+i; 
x^ro ou o=:rien. 

Chacun de ees chiffres^ lorsqu'ils sont dcrits de suitCji 
et de droite k gauclie; est cens^ ne representer que 1«^ 
dixiime partie de ce qu'il yaudroit au rang ixnjuediat It 
gauche ; et on fixe ^ par le moyen d'une virgule placeti 
imm^diatement k droite^ le rang 011 chaque chiffre n« 
doit Taloir que ce que son nom indiqne, k moins que 
ce rahg ne soit le demier a droite^ la yirgule deyenant 
alors superflne. 

Exemple* Daxis rexpression 525^74 1^ ^ ^^ "^^^t quei 
cinq unitds; le a^ s'il etoit au rang du 5; ne Taudroit, 
]| canse de la yirgule^ que deux unitds^ ce qui ne seroit, 
^iie la dixieme partie de sa Taleur acttelle j donc^ i Ia 
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place ou il est; il doit yaloir dix fois dea& iinites, ou^ 
ce qui reyient au m^me^ deux fois dix unites^ ou deul^ 
dizaines ^ oU tingt unit^s ; le 5 ^ au rang immddiat k 
droite, ne yaudroit donc que trois dizaines ou trente 
tinite's; donC; \ la place oii il est y il doit yaloir dix fois 
trois dizaineS; ou trois cents unites^ ou bien trois cen- 
faines d'unitds. On aura donc^ pour la partie 5^5 ^ trois 
cent yingt-cinq unites. Le 7, au rang du 5, yaudroit sept 
unites; donc^ l^ 011 il est^ il ne doit yaloir que sept 
dixiemes; le 4; ^u rang du 7^ deyroit donc yaloirquatre 
dixi^mes; donc sa yaleur actuelle ne peut ^tre que de 
^atre centi^mes. On aura donc^ pour Texpression to- 
tale f trois cent yingt-cinq unit^s sept dixi^mes et qua- 
tre centi^mes parties de Tunite. 

Obseryant que cbaque dixi^me yaut cent centiimes, 
et que septdixi^mes yalent^ en consdquence^ soixante- 
dix oenti^meS; on pourra lire la partie decimale^ en di- 
sant: soixante-quatorze centiimes. 

Obseryant encore que cbaque unitd contient cent 
centi^mes^ que cbaque dizaine en contient mille^ et 
cbaque centaine ^ dix mille ; on pourta lire rexpression 
325;74 f ^o disant : trente-deuxmille cinq cent soixante- 
quatorze centi^mes. 

Get exeinple seifyira de rigle dans tous les cas sem- 
Mables. 

Pour faciliter la prononciation des nombres compo- 
s^s de beaucoup de cbiffres^ on est conyenu de dire mil- 
lion , au lieu de mille fois mille ; billion ^ au lieu de 
millemillions ; trillion ^ au lieude mille billions^ et ainsi 
de suite. II est donc clair qu*en partageant un hombre 
quelconque en trancbes de trois rangs^ en comm^enpant 
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par le demier cliiffre k droite , Ijes millions se trouye- 
ront au premier rang sur la droite de la troisieme tran- 
che^ les billions^ au premier rang sur ia droite de la 
quatri^me trancbe , et ainsi de suite. 

Par exemple, le nombre aS 4^6 789 234 565 450- 
vaudra yingt-trois quatrillions^ quatre cent cinquante-six 
trillions^ sept cent quatre-vingt-neuf billions^ deux cent 
trente-quatre millions^ cinq cent soixante-cinq mille^ 
quatre cent cinquante-six unites. 

L'emploi des zdros seyoit dans les exemples suiyants: 
!24oo5=Tingt-quatre miUe cinq unitds. 
a4oo5o=deux cent quarante npdlle cinquante unit^s. 
o^5=trois dixiimes. 
o^o3=trois centiemes. 
o^oo3=trois milliemes. 
o,ooo3o3=trois cent trois millioniimes. 

AVERTISSEMENT. 

On d^signe le produit de deux facteurs 3 et A [4* ddf. 
7], en e'crivant AX3;Ou3XA,ou simplement 3 A^ 
mais jamais A 3. £n pareils cas^Ie multiplicateur prend 
le nom de coejficient. 

PROPOSITIONS. 

J. Trouver la somme de plusieurs nombres donn^s^ 
c'est-i-dire , trpuver un nombre qui soit dgal k plu- 
sieurs nombres ^crits selon la definition IX, liv. IV. 

En voici le procedd et la de'monstralion. Pour ajo^ter 
eBseppible les nombres donnds 2036,07^ 929^5; o^ooSjj^ 
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et 78^7 19 ^ on ecrira d'abord lesans au-dessqns de$ aur 

tres^ comme pn le voit ici : 

2o36,07 
0,005» 

3o44;39^ 

en plapant les nnitds sons les nnitds y les dizaines et le^ 
dixi^messons les dizaines et les dis.iemeS; les centaines 
et les centi^mes sous les centaines et les centtemes^ ainsi 
du reste. On tirera ensuite un trait horizontal au-dessous 
du nombre ii^f^rieur^ et on commencera TQperation pac 
la premiere colonne \ droitC; en disant : 5 plus 9 font \% 
inilliemes^c*est-h-dire; 10 milli^mes plus 2 milliemes ^ ce 
qui fait i centiime plus 2 milli^mes; on dcrira donc % 
sous les milliimes^ en retenant i centieme qu*il faudra 
ajouter k \% colonne respectiye^ en disant : i plus 7 plusi 
r I foi^t 9 centi^mes ; on pose 9 sous les centi^mes^ et on 
pe retient rien. La colonne immddiate donne 1 2 dixi^- 
ineS; c'est-a-dire^ i unitdplus 2 dixieme$^ on pose dono 
2 et pn retient i. La cplonne imm^diate, en y ajoutant 
Ti ^ donne 24 unitds; je pose 4 ^^ retiens 2: le 2 ajoutd 
a la colonne suiTante donne i4 dizaiues ; je pose 4 
et retieas i: Ti ajoutd k rimmddiate donne 10 cen- 
taines 5 je pose o et retiens i : T i et 2 font 5 que je 
pose au rang des mille ; et puisque le nbmbre 5o44;^9^ 
contient toutes les partles des nombres prpposds ^ je coii-; 
clus qu'il en est la somme. 

CoroL Pour additionner les nombres complexes , par 
isxemple; 14 toisciS; Spieds^ 5 pouces^ 2 toises^ S[ piedsi^ 
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7 ponces; et 8 toises^ 4 pieds, 8 ponceS; on snit a peu 
pres le mdme procede : 

i4 toises 5 pieds 5 ponces^ 

8 4 8 

26 toises I pied 8 pouces. 

On coramence aussi par les ecrire les uns au-dessons 
des autres^ en plapant les unites de la plus petite esp^ce 
80US la premiere colonne h droite^ les immediates sous 
la secondc; et ainsi de suite; et puis on dit; 5 et 7 font 
12 et 8 font 20 pouceS; c'est-a-dire , i pied et 8 pouces : 
on pose 8 et on retient i ; i et 3 font 4 et 5 font 9 et 4 
font i5 pieds, c'est-a-dire; 2 toises et i pied : on pose 
donc I et on retient 2; 2 et i4 font 16 et 2 font 18 et 

8 font 26^ et on aura 26 toises^ i pied et 8'pouces ponr 
la somme demandde. 

II. Deux nombres dcrits selon la definitionlX^Iiv. lY^ 
^tantdonnds^ retrancher Tun de Tautre , c'est-i-dire , 
trouyer Texc^s du plns grand snr le plus petit. 

Soient 7288056 et 557242 les nombres proposes : 

7288056 
557242 

6760794 

Mettez le plus petit au-dessous du plus grand^ les 
nnitds souslesunites^ les dizaines sous les dizaines^ etc. , 
et pnis 6tez les nnit^s des unites ^ les dizaines des dizai- 
nes^ et ainsi de suite. Lorsqu'un . des cbiffres supd- 
rieurs n'est pas assez grand^ on peut lui ajouter une 
dizaine; mais alors^ pour compenser cette addition^ il 
faudra snpposer qne le cbiffre immediat a gauclie du 
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nombre infericur a ete augmente d'aatant^ car la dif- 
fdrence entre deazL grandears qaelconques ne cliange 
pas, lorsqu^on ajoule h. riine et k Taatre une m^me 
grandear. Gela pos^^ je dis : 2 6te de G^reste 4; J6 pose 
4 anites : le 4 ^^e du 3; cela ne se peut^ mais le 4 ^^^ 
de i5, reste 9; je pose 9 dizaines et retiens 10 dizaines 
que j'ai ajoat^es k5, oubien i centaine que j'ajoaterai 
aux 2 centaines inf^rieures^en disant: i et 2 font 5 cen- 
taines; 5 6i6 de o^ cela ne se peut; mals 5 6i6 de io> 
reste 7 cenlaines que je pose, et retiens 10 centaines oa 
r mille que |'ajoute de m^me au nombre inferieur, en 
disant:i mille et 7 font 8; 8 retrancbd du 8 supe'- 
rieur, reste o que je pose: le 5 inferieur 6td du8corres- 

pondant^ reste 5 qae je pose : le 5 immddiat retrancbd 
da 2 correspondant^ cela ne se peut; mais 5 retranchd 
de 12^ reste 7 dizaines de mille que je pose, et retiens 
10 dizaines de mille^ ou 100 mille^ et ainsi de suite. 
On aura donc^ pour la difference demandee, 6750794. 
Soient 86; 7 et 0^925 les nombres proposes. 

Le plus grand 86,7 est ^gal k 86,700, parce que 7 
tmitds yalent 700 milliemes [4. de'f. 9]. On pourra 
donC; dans tous les cas semblables, faire en sorte que 
les deux nombres proposes aient le m^me nombre de 
d^cimales^ sans en cbanger layaleur. Op^rant ensaite 
comme dans Texemple pr^cddent; on aura: 

86; 7 00 

85,775 

Corol, I . La soustraction des nombres complexes se 
fait a peu pres de la m^me maniire. Pour retrancber; 
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par exemple; 18 toises^ 4 pieds et 7 pouces du nom- 
bre complexe 20 toises^ 5 picds^ 2 pouces^ 

26 toises 5 pieds 2 pouces. . 

18 4 7 

I toise 4 pieds 7 pouces. 

on obserTcra que 7 est > 2: on ajoutera donc 12 a 2^ 
c'est-^-dire ^ i pied ou 1 2 pouces k 2 deux pouces , ce qut 
fait 1 4 pouces ; et puis on dira : 7 otd de i4; reste 7 que 
Fon pose^ et pour compenser Taddition prece'dente, on 
ajoutera egalement i pied au nombre inferieur : i et 4 
font 5^5 6t^ de 5; cela ne se peut; mais op^rant de la 
m^me mani^re^ j'ajoute unetoise, c'est-k-dire, Gpieds 
2i 3, ce qui fait 9 pieds 5 5 6te' de 9, reste 4 q^^e je pose; 
et pour compenser raddition precedente^ }'ajoute egale- 
ment une toise au nombre inferienr^ en disant: i et 18 
font 19 ; 19 6te de 20, reste i que je pose, et je trouve i 
toise^ 4p^^^s 6* 7 pouces pour la diffdrenoe demande'e. 

2. Pour de'couvrir les erreurs qui peuvent se glisser 
dans des operations de cette esp^ce^ on n'aura qu'a 
ajouter la diffe'rence au plus petit des nombres propo- 
6^85 car cette addition doit reproduire le plus grand. 

5. La soustraction peut seryir de differentes mani^- 
re$; ponr ye'rifier la somme : en Toici un exemple : 

423 1 
7092 
6538 



17861 
001 10 
00 
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Supposons qu'en additionnanl les nombres 4^3 1^ 7092^ 
G558^ on ait troave 1 7861. Pour yerifier cette somme^ on 
n*aura qu'a en retrancher la somme de chaque colonne^ 
en repetantToperation , non pas comme lapremi^re fois^ 
mais de gauche a droite^ et de bas en haut: ainsi^ 6 
et 7 font i3 et 4 font 17; 17 6te' de 17, reste rien^ je 
pose 00 et retiens 861 : 5 et 2 font 7; 7 6td de 8^ reste i; 
je pose I et retiens 161 ^ reste de la somme totale: 5 et 9 
font 12 et 5 font i5; i5 6te de 16; reste i ; je pose i et 
retiens 1 1 ^ et puisque ce dernier reste est egal k i 
plus 2 plus 8; somme de la derniere colonne k droite^ 
il est tres-Traisemblable que Toperation cst exacte. 

III. M^mes facteurs donnent un m^me produit^ quel 
que soit Fordre des multiplications. 

Soient a,b , deux nombres quelconques: je dis que a 
mulliplie par h donne le mdme produit que h multi- 
plie par a-, car prenant a pour multiplicateur^ on aura 
ab:h::a:i [4* def. ']ei5], et par consdquent ah:a::h 11 
[5. 9] ; d*ou il suit que le m^me nombre ab est le pro- 
duit des facteurs a, h, en prenant ^ poor multiplicateur 
[4. def. 6 et 5]. 

Soit G une grandeur quelconque, et a^ h, deux nom* 
bres : je dis que aGxh = hGyCa=ahycG' Prenanl a 
pour multiplicateur^ on aura aychG :hG::a:i[i. d^f. 7] , 
et ah:b::a:i [dem.] : donc aXhG:hG::ah:h. Pre^ 
nant b pour multiplicateur ^ on aura hG:G::b:i^ donc 
les deux series 

aXhG, hG,G 
ah , h, I 

donneront aXhG:G::ab:i [5. io]:mais prenant ah 
pourmultipUcateur^ on a aussi fl^X^'^"^^* ^ [ddm.]: 
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jlonc aX^O:G:!a^XG:G, et par conseqaent ^X^G 
=aiXG, 

La m^me demonstration aura lieu^ quel que soit le 
nombre des facteurs. 

IV. Deux nombres ecrils selon la definition IX, liv. 
IV, ^tant donnes , multiplier Tun par rautre. 

Supposons d'abord des nombres entiers et sans zeVos 
Tcrs la droite, tels que 40728 et 6o55. Prenez pour 
^ultiplicateur oeiui qui aura le moin.s de cbiffres 
eignificatifs, et placez-le au-dessous de rautre, qomm^ 
pn le toit ici : 

40728 
6o55 



122 184 
2o564o 
^ 244568 

246526584 

pub Tons direz: 5 fois 8 font 24; je pose 4 et retiens 
ao> ou 2 dizaines; 5 fois 2 dizaines font 6 dizaines 
fet 2 font 8 que je pose sous les dizaines; 5 fois ^ 
centaines font 21 centaines^ jepose i et retiens 20, 
ou 2 mille, que je pose de suite, vu qu'il n'y en a 
point dans le multiplicande; 5 fois 4 dizaines de mille 
font 12 que je pose au rang qui leur convient, et 
Tous aurez 122 184 pour le triple di^ multiplicande. 
Continuant d'opdrer de m^me, r^pdtez cinq fois oba* 
que cbiffre du multiplicande, et vous aurez 2o564o 
que vous poserez sous le dernier produit, en avancant 
d'un rang vers la gaucbe. Par ce moyen , le nombre 
)Q36f4o deviendra dix fois plus grand : mais il valoit 
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deja cinq fois le miiltiplicande; donc il yaudra actuelle- 
ment 5o fois oa 5 dizaines de fois le multiplicande 
[4* def. 9]. R^petez encore six fois cliaque cHfffre da 
multiplicande , et toujs aurez 244^^ m^^ tous pose- 
rez sous le dernier produit; en ayancant de trois rangs 
Ters la gauche. Par cc moyen^ il yiendra 1000 fois pkis 
graud : mais il etoit deja le sextuple du multiplicande ^ 
donc il le Taudra maintenantGooo fois.Il est donc clair 
que la somme totale 246526584 contient ou doit con- 
tenir 6o55 fois le multiplicande 40728; d'oii 246526584 
: 40728 :: 6o53 : i [ 3. 4» corol. ], et par consequent 
246526584=6053x40728 [4. def.6]. 

Quand il y a des zeros yers la droite des facteurs, on 
peut faire la maltiplication comme s'il n'y en aToit 
pointy et ajouter ensuitC; Tcrs la droite du produit^ au- 
tant de zdros qu'il y cn a dans les deux facteurs. Soi^ 
par exemple, 25ooo a multiplier par 5ioo : trouTCz 
25X 51 = 1175; et II 7500000 sera le Trai produit; car 

25oooX 5ioo e8t=25X ioooX5iXioo=23X 5iX 
loooX 100 [4. 5] = 11 75X1000X1 00= II 75X100000 

= 1 1 7500000. 

On trouTcra de m^me , que lorsqu'iI y a des ddcima- 
les dans les deux facteurs^ on peut effectuer la multi- 
plication comme s'il n'y en aToit point, sauf k marquer 
dans le produit, par le moyen de la Tirgule, autant de 
rangs de decimales qu'il y en a dans les deux facteurs. 

y. Si plusieurs grandeurs sont proportionnelles , le 
rapport de chaque antecedent h. son cons^quent sera 
egal a celui de chacan des autres ant^cddents a son con- 
sequent; et si le rapport de chaque antecedent k son 
consdquent est ^gal k celui de chacun des autres antec^- 
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d^nts a SOQ cons^queiit ; les grandeurs seront propor- 

tionnelles. 

A 
Soit A:B::C:D. Designant par^^le rapportde AaB, 

C A 

et par=:r-celai deC^ D [4* def. 4];Onaura-5- :i::A:B, 

C A C 

et-=r-5i::C:D [4. def. 4]; d'oii Ton tire-jr-:i ::-=r:i; et 

A C 

par consdquent-^ = — [3. 3. corol. ]. 

A C A 

Supposons ^= -fT? on aura A :B::— : i [4* de'f. 4]; ou 

C C 

A:B ::-=-:! [sup.]:maisilestaussiC:D::^:i [4. def. 4]; 

donc A:B::C:D. 

YI. Le produit est egal au multiplicande y toutes les 
fois que Tunit^ en est le multiplicaleur. 

YII. Toute fraction est^gale a son.numdrateur, lors- 
que Tunite en estle denominateur. 

YIII. Si le num^rateur et le denominateur sont ^gaux^ 
la fraction est dgale k Tunitd. 

IX. Tout dividende peut ^tre regarde comme un pro- 
duit dont le diviseur et le quotient sont les facteurs. 

Ces quatre proposilions sont faciles ^ deduire des de- 
finitions respectives. 

X. Toute fraction qui a pour ddnominateur un nom- 
bre quelconque; est egale a son numerateur multiplie 
par le rdciproque de ce m^me nombre. 

Soit n un nombre^ et G une grandeur quelconque : on 

^auTa — :G:: i :/i , et i :«:: — : i [4^ deX 4] •* xnais il est 
* n ' n ^ 
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anssi— XG:G::—:i [4. def. 6]: donc—sGt:—XCr iGi 

n n n n ' 



et par conseqneat — = ■ — XG [5. 5. corol. ]i 



n n 

XL Former une fractioa qui soit le produit de deax 
fractions proposees ^ lorsque le numeratear et le deno<< 
minateur de Tune d'entre elles sont des nombres qnel- 
conques. 

Soiedt a,bj deux nombres^ et r=r- une fra<^li<m quel- 
Conque : je dis que -r-X f|"= tT|> ^^ ^ etant == j-4f^ 
etC = ^D[4. 9],ona 

^C = |-^^D = |-X§-X ^D [4. 3], 
et par conse'quent aC:^D:: -r-X^: i [4< def. 6] ; done 

XII. Diviser une fraction par une fractlon. 

A . C 

Soit Tj-- le dividende, jr^^ diviseur, et C, I), deus 

grandeursnomogenes: on a ^X-tt ; "^••Tr- ' [4* «ef, 

6]::D:C:: i : g-[4. def. 40; ^o»^ "g-X p- •' ^- 1 '-^ f et 

A C A D , , ,. A 

par cousequent -^: -=y- ^X tt-: i y c estra-dire^ que -g- 

diyisd par rrr- doit donner ^X ^r [4« ^^^^ 4]» 
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deurs Iiomogenes , eim^ n^ deux nombres quelconques. 

E I F I 

Puisque — = — E, et — = — F [L lol, on aura 

— E — ^E mn — E _ ^ 

!^ = !^X^[4.6]=-^^[4..i]=-^=- 

-Lf -« JLf^ mn-LF '"^ "" 

n n n 

F 
diyis^ par — . 

'^ n 

CoroL I. Soit que Ton introdnise ou que Ton sup- 
prime un m^me facteur dans le numerateur et dans le 
denominateur d'une fraction propose'e, la nouvelle frac- 
tlon qui en resultera doit ^tre egale a la proposde. 

2. Flusieurs fractions etant proposees^ on pourra les 
T^duire a la m^me d^nomination^ toutes les fois qu'il 
sera permis de multiplier le numdrateur et le denomi- 
nateur de cliaque fraction par le produit des denomi- 

Hateurs des autres. 

A C E 

Soient; par exemple^ les fractions "t- ; -j- ; -7-, i re- 

duire hi la m^me denomination. 

A_dfA C_bfC B^bdE 
Un aura-^—-^,— —^,— —^. 

XIII. Trouyer la somme de plusieurs fractions* 

B C D 
Soient -j-, -7-; -T-; ^®^ fractions, et A, B, C, D, des 

grandeurs homog^nes entre elles : Je dis que -^ — |--t- +-p 

A. A. A. 

B-j-C+D 



B C D 
Dans les senes B^ C, D^ A^ et -r-, X"; T"; ^; ^^ * 

A A A 
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B C D 

B:A::-^:i; C:A::— ^i^ D:A::-^ :i [4. def. 41; cequi 

B C D 
donne B + C + D:A::— + -^ + -j- : i [3. ii],- et par 

. B + C + D B _lC _lD _. ,,. ,_ 
conseqaent -r ~"a""*"X"*"T''-^' ^^* 

F G H 

Soient — , — , — ; les fractions proposees^ F, G, H, 

c c c 

des grandears homogines ^ et e an nombre qaelconque. 

OnaaraF: — ::e:i; G: — ::c:i:H: — ::d:i: donc 
e . e ' e ' 

F G H 

F+G+H: — H 1 ::e:i [5. 51, etparconsdquent 

e e e 

F + G + H^F G, H , 

e e e e •■ 

Si les fractions proposees n'ont pas des denomina- 
teurs egaux^ on commence par les reduire h. la m^me 
denomination , et on procede ensuite a Taddition. 

Xiy. Deux fractions etant proposees^ soustraire de 
la plus grande la plus petite. 

C B 

Soit B > C , et la fraclion -r- k soustraire de — : le 

A A ' 

B C B— C 
a,sque-j-^=-^; 

^ B— C . C B— C + C^, ,, B 

Car— ^ + -^rend j^ [4. i3] =-^. 

^i les deux fractions ont des denominateurs dlffe- 
rents ^ il faut les rdduire au m^me d^nominateur ayant 
d'effectuer la soustraction. 

XV. Si le denominateur d'une fraction est un nom- 
bre entier , le numdrateur sera aussi multiple de la frac- 
tion que le denominateur Test de Tunite j et si le nume* 
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tateur ainsi qae le denominateur sont de& nombres en« 
tiers f la fraction sera aussi multiple du rdciproque da 
denominateur^ que le numerateur Fest de Funit^. 

Soit A une gtandeur quclconque^ et h multiple de 

A 

Tunitd. Prenant M aussi multiple de-r- q^e b rest de i, 

A . A 

on aura Mi-y- ::^ : i [3* <i. corol.] :maisA: -7-:: h:i[^. 

A A ' 

def. 4]> doncM:-^::^:-^-, et par consequent M=A 

[3. 3. corol.]. 

A t 

Supposons A multiple de Funit^ : on aura -r- = -r* A 

£4.10], et -T-:Ai:-T-:i [4- de'f. 6]; ou bien-T-:-T- i:A:i 

A .1 

[ 3. 9] i donc -T- sera aussi multiple de -t- qtie A Test de jT 

[3, 5. corol.]- 

A 
Scholie, II suit de la proposition pre'ce'dente que — , 

jt 

A 
par exemple, reprdsente la moitie de A; — le tiers deA| 

%j 

A . .2 

-;^le quart; ainsi de suite. La fraction -=- sera donc 

4 5 

3 
le tiers de 2^ ou les deux tiers de i j -r sera le qnart de 

3, ou les trois quarts de i ; -r- la cinqui^me partie de 4/ 

ou quatre cinquiemes parties dc i ^ ainsi de suite. 

XVI. Deux nombres etant ecrits selon. la defiuilion 
1%, liv. IV, diviser Tun par Tautre. 

4 
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Dans rexpression da diTidende marqaez le rang 6\i 
'devroit ^tre placee la yirgule y poar rendre le diyi* 
Jende non moindre que le divisear; mais pkis petit qad 
-ledecuple du diviseur^ a cetle placC; que tous aurez 
soin de marquer^ soit de t^te , soit eu mettant des zeros 
a la sUite du diyidende^ dcrivez le cliifrre qui contienl 
Vunite autant de fois que le fictif diridende contient le 
diyiseur. Ce chiffre ^ dont la valeur locale se trouyera fixde 
par le rang du dividende auquel il doit repondre^ sera 
le premier caract^re significatif du quotient, en comp- 
taut de gaucHe k droite. Retranchez ensuite da divi- 
dende le produit de ce premier chiffre^ multiplid par le 
'diriseur^ le reste, s'il y en a^ sera un second dividende 
partiel; dont vousyous servirez, comme du premier^ 
pour trouvcr le second cHiffre du quotient. Gontinuez k 
opdrer de m^me jusqu'a ce qu'il n'en reste rien^ ou 
]usqu'a ce que vous parveniez a un demier dividende 
que vous puissiez negliger sans erreur considdrable. 
Dans le premier cas^ le quotient sera exact^ dans le 
isecond , il ne sera qu'approclie ; car en le multipliant 
par le diviseur^ on aura le dividende exactement ^ ou k 
peu prJs. 

Exemple. Soit 24^526,584 a diviser par 4o7;28. Sap» 
posons que le quatrieme rang du dividende y en comptant 
de gauche a droite, soit celui des unites^ ce dividende 
suppose excddera toujours le diviseur sans en ^tre le dd- 
cuple ; donc le chiffre qui contiendra Tunitd autant de 
fois que ce dividende contient le diviseur, ne sauroit 
"contenir runile plus de fois que le premier, ou les deux 
premiers chiffreSa gauclie du dividende, ne contiennent 
le premier chiffre k gauche da diviseur j car autrement 
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le proddit da qaotlent par le diyis^ar tiendroit plust 
grand qae le dividende. Or^ paisqae 4 entre 6 fois dan9 
!24; il est probable (|ae 6 soit le premier cbiffre k gaa-^ 
cbe da qootient : on poarra donc s'en assarer de la ma-* 
niere abrdgde qacFon Tolt ici : 

6 
4o7,a8l246526,584 
ooai58 
U fandra mnltiplier 6par le diyisear 4^7,^8; et retran'* 
eiher da diyidende le prodait, aa far et k mesareqa'onf 
le troure. Ainsi 6 fois 8 font 48 ; 4^ ^^^ ^^ 6 du diyl* 
dende, cela ne se peut; ]'ajoate donc 5o au dividende, ■ 
et je dis: 48 de 56, reste 8^ je pose 8 et retiens 5o, oulC 
5 anit^ du rang immediat k ganche; que je dois ajou- ' 
ter aa produit suiyant, pour compenser Taddition que 
Fon yient de faire : 6 fois 2 font 1 2 et 5 de retenu , font 
17 j 17 6t6 de 22, reste 5; je pose 5 et retiens 20, oa a 
da rang immddiat : 6 fois 7 font 4^ et 2 de retenu 44 i 
mais 44 6t6 de 45, reste 1 5 je pose donc i et retiens 4: 
mais le rang immddiat dn diyiseur ne foumit aacnn 
produit ; je n'ai donc que 4 k retrancher de 6 ^ et je pose 
le reste 2 : 6 fois 4 foi^t 24; 24 retrancb^ de 24,reslo 
tien ; ]e pose donc 00 sous 24-' 

Gontinuant k operer de m^me sur le fest6 21 58,584 ;r 
comme on le figure ici , 

o5 
407,28)2 158,584 
0122,18 
on ttoalrera 5 poar le troisiime rang du quotient, et 
rien pour le second , en comptant de gauclie k droite i 
on pose donc o au second^ et 5 au rang imm^diat. 
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Le nouTeaa reste ia3,i84 foarnira^ de lamamire ^pu 
suit, le dernier chif&re da qaotient : 

. 5 

407^38] 132, 184 
000000 

Yoici le tableaa de Foperation en entier - 

6o5,3 



4o7,28|2465a6,584 
002158,100 



0122,0 



000 

; Le reste qui repond an rang des anit& da divisear , 
doit ^tre ^crit soas la colonne ou se troaye le c1ii£fre 
dont on s'est serri ponr tronyer ce mdme reste. Gette 
obseryation indiqnera yers la droite de cbaque diyi^ 
dende, le rang oii la sonstractioa doit commencer* 
Soit encore 0,0072 a diyiser par 2855,45- 

Je transforme d*abord le diyidende propose em 
7200,00, ce qui le rend plus grand que le diyisear 
propose, et moindre que le ddcnple dn m^me diyi- 
seor. Ce nouyean dlyidende ne donne qne 2 pour pre- 
mier cbiffre du quolient; car quoique le 7 du diyi- 
dende contienne trois fois le 2 du diyiseur, il ne s'ensoit 
pas que tout le diyiseur doiye entrer Ic m^me nombre 
de fois dans le diyidende : yoila pourquoi il sera tou- 
jours k propos de yeriBer cbaque cbiffre du quolient, ea 
faisaut de tule les raultiplications et soustractions res* 
pectiyes, avant qae de rien ecrire. On pcut mdmc^ 
pour abreger ces premieres tentatiyes, commencer Ics 
multiplications et soustractions respectiyes, dans un 
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ordre inyerse oa de gauche &droite; en disant^^pas 
exemple: 

O,O0€M>O«- 

2855;43|o^oo7aoooa 

i493i4 

Le 2 du diyiseQr est trois fbls dahs le 7 dn dividende; 
5 fois 2 font 6, et 6 6te de 7 ^ reste i : 3 fois 8 font 
ai'y or 24 6td de 12^ cela ne se peut; donc 5 ne sanroit 
^tre le premier cHffre dn i^aotient; j'y pose donc 2^ 
et ainsi de snite. Yolci le q^notient approche k moins 
d'an billioi^lime pres : 

0,00000252 etc. 
;a853;43lo^oo7 2000000 

14931454 
0066426 
0935 

An l\(^n de 1« pa^^^e ddcimale du quotient^ ^n 4^^^ 
quelquefois une fraction en y mettant pour numdrateur 
le reste de la di\ision; et pour de'nominateur^ le diyi- 
seur propos^. Ayant^ par exemple^ 23 k diyiser par 7,^ 
on peut troaiTcr^ suivant la mdthode pr^cddente; . 

5,2857 etc. 
7|23;Oooo 
02 645 1 
o 000 

25 2 

ou bien — =5 H — j carla partie d^ciinale 0,2857 etc^ 

2 • 2 

En pareils cas, on ecrit 3 — , au lieu de 3 H — . 



^ 
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XYII. Tronyer deux nombres qui ^tant dlvis^s roa 
par Faulre^ donnent au quotient un decimal p^riodi* 
que propos^^ c^est-a-dire^ un decimal dans lequel le 
m^me chiffre ou les m^rties chiffres reyiennent toujours 
dans le m^me ordre.' 

Dans le decimal p<^riodique donne , suj^rimez d'al>ord 
la yirgule ddcimale^ ainsi quie toutes les periodes ^ gau-* 
clie de la premi^re; de ce premier resultat, retranchez 
le mdme nombre sans virgule et sans aucune pdriode: 
le reste sera le diyidende demandd. £ns]pite pour trou-» 
ver le diyiseur, ecrivez autant de 9 qu'il y a de rangs 
dans chaquepdriode^ suivis d'aulant de o vers la drbile; 
qu'il y aura de rangs de decimales depuis le premier 
jusqu'aa dernier k gauche de la premi^re p^ripde : e9 
nombre sera le diviseur. 



*!•• • 0^444 clc. = 



Exemples. 
0;444^<^*(io — i)' ' 



IQ— I 

4,44 ctc. — 0,44 €tc. 4 

9 V 

w^ m^ o,i35i55etc. (1000 — 1) 

2\ o,i35i35 etc. = -^ ^ ^ = 

' 1000— r.1 

1 55^1 55 eto. — Oyi55 eto. i55 

'' 999 "^S^' 

_ . 0.002525 etc. (loooo — 100) 

3**. o,oo25a3 plc. = -^ ^ ^ 

' 10000 — 100 

a5,2525 elc — o,25a5 etc. 25 

9900 9900' 

4«. 0,572618618 etc. = 

0,572618618 etp. (loooooo — 'looo) 

lOOOOOO— ^iooo 



UTaE rv. 55^ 

572618,618618 elc.— 37,618618 elc. 5712246 . . 

des autres. 

Scholie, Dans les expressioBSpr^cddentes, ainsiqae' 
dans tous les cas semblables^ le signe=ne yeut dire^ 
autre chosC; sinon que les deux nombres qu'il separe^.. 
peuyentnedifferer entre euxque d^unnombre plus petit 

qu'aucun nombre groposd. Par exemple^-^est > 0^4 >- 

> 0^44 7 ^ ^;444^ ^^^* ' mais supposons que dans une- 
^estion propose'e il soit permis de negliger o^ooooooi 

de Tunit^ 5 en dcriyant -^^ 444444 > ^^ sera s&r de ne- 

commettre qu'une erreox < 0^000000 1 ^ ainsi des autres.^ 

XYIII. Multiplier des sommes cttdes differences indi-^. 
qudes f ou rdduire eu serie Fexpression d'un produit. 
Soient A et B4-C deux facteurs : je dis que A (B+C): 

3=AB+AC; oar B=^,et C=--j-[4.9].DoncB+C 

AB- AC AB+AC,, ,, 
^ -T~+"~T~~""^ — A [4- i3j7 ot par con$equentj 

A(B+C)=AB+AC[4. 9]; 

Soient A et B-— C deux facteurs: je dis que A(B^ 

ATI Ap 

^C)=AB— AC; car B— C= . [4. 14 ]^ ct. 

par consdquent A (B— C)=AB-^- AC [4. 9 ]. 

Soient A +B el C +D deux facteurs : on aura ( A+B Y 
(C+D) = (A+B)C+(A+B)D [dem.]=A (C+D). 
+B (C + D) [ d^m.] = AC + AD + BC + BD [dem.]. 

Soient A— B et C — D deux facteurs : onaura (A — B) 
(C— D)=(A-r^B)C-.r(A— B)D[dem.]=A(C— D> 
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— B(C— D)[dem.]=AC— AD— B(C— D^ [d^m.l 
s=:AC — AD — BC+BD. Pour proaver celte derniere 
^quation ; on n'a qa'k y ajonter de part et d'autre le 
produit BC — BD, ou B (C— D). 

Ces exemples embrosseot tons les cas semblables. 

XIX. Trouver deax nombres entiers; les plus petits 
pQSsibles , qui soient entre eux comme deux entiers pro- 
poseS; ou dont le rapport ne diff^re pas trop du rapport 
exact entre les deux nombres proposes. 

Soient M, N, les deux nombres proposes, M > N , et 
M non maltiple de N. Designant par a, b, c, etC; p, q, 

r,etc.,des nombres entiers, supposons ^ = a -+ ^, 

^=i+-2.,^ = cH — ,-^=^+-— , et ainsi de suite. 
P P 7 r r r 

jasqu'^ ce que Fon parvienne k an quotient exact. De- 

Bignant par^;-^,— , etC; des fractions plas petites qae 

ranitd, je dis que les fractions 

a ah + i (a& + i)c+a {{ah-^-i) c+a) d+ah + i 

7' ~T^'' hh +7' . (ic+i)^+ ~' 

{{{ah + i)c + a) £f+g^ + i) e + (g^ + i) c+a . . 

((^c+i) d+b) e+ bc+i ' eiamsi 

M 
de saite, seront desyalears approcbdes de ^; la seconde 

plas approcb^e qae la premiere ^ la troisieme plus ap- 
procbde qae la seconde , et ainsi de suite jasqa'^ la 

M 

demiire, qni sera ^gale k -^, L^ loi de continuation en 

est manifeste. 

La con^troction donne -=^ = 0+ :=^ z^ a + 



N ^ N ~"^ h+^ 

P' 



a^ 



a + 
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—a + 



b+ 



r 



A + 



* + 



c-h 



<;+ 



r 



d^ 



t 

^+7 



M 



= elc. : on aura donc ^ = — , lorsqae h sera le demier 

N , M I ah+i - 

qaotient^ ou — =i;— = a + -r-^ — 7 — j lorsque 

M I (a^ + ijc+a 
c sera le demier quotient ^ —z^za-^ = r — ^ — v~i 

h^ — 
c 

lorsque d sera le demier quotient; -=-=«+ 

Uah + i)c+a)d + ah+i , j i j • 

=12 f^ — . ^ - . y-I — , lorsque d sera le deraier 

(oc+i)rf+ b ^ ^ 

quolient} -=^j=zq -| 



h + 



c + 



rf + -i- 
e 

^(((a^ + 1) c+fl) £^ + a^ + i)c + (a^ + i)c + a . 

({hc+\)d^+ h)e+ hc+i ' ^^' 
qoe e sera le dernier quotient; ainsi de' suite^ comme 
il est facile de s'en conyaincre; en executant les opera* 
tions indiquees. 
On aura aussi 
ah + 1 a _ I ah'+ i {ah + i) c +a 



a 
I 



iX^' ^ hc +1 
I {{ah + i) c+a) d+ah+i {ah + \)c+a 



b{hc+\) 



l 



{bc+\)d + b 



bc +1 



ainsi 
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I ({ab + i).c+a) d+ab + i 

{{bc+i) d+b) {bc+i)' {bc+i)d+ J^"" 

{{{ab + i) c + a) d + ab + i) e + {ab+ i) c+a ^ 

{{bc + i) d+ b) e+ bc+ i "" 
I 
{{bc + i)d + b) {{{bc+ i) d + b)e+bc+j)'' 

ie suite : .oii ron yoit qae la secoQde fraction sar- 

passe la premi^re plus que la troisi^me; que la se» 

conde surpasse la troisi^me plus que la quatri&me ne 

surpasse la troisieme^ que la quatriime surpasse la 

troisi^me plus que la cinqui^me; que la troisi^me sor- 

passe la cinqiii^me plus que la sixiime ne sorpasse- 

. ^ . . A 

la cinqui^me ; ainsi de suite. Designant donc par — 

M B 

laderniere fraclion trouve'e [==-T^ddm.]; par-7-rayant^ 

c jy 

dernicre^ par — la pr^cddente j par-^ rimm^diate; pac 

E A R 

— Timmediate , ainsi de suite ; et supposant — >• -s-, ob- 

a«ra-g > p "^ > -^^ ai^si de suite, ^^ ~ < TT ^ — < 7^ 

E^G.c * /A^B B 

— < — , etc. Snpposant au contraire — < -3-, on aora -y 
6 7) " \ a 6 ' 6 

^DD^F A CCEE G 

00 Z,' a 77 6'ei)' ^ 

ce qui prouve que, de deux de ces fractions cons^- 

cuiives, Tune est plus grande et Tautre plus petite que 

M 
la propos^e -==- ; et qu'elles en different d'autant moins 

que leur distance i la derniire ou k la proposfe cs^ 
plus petite^ 
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Je dis maintenaut que lears termes sont les plas sim- 
ples. 

Soient x, z, des nombres eniiers, et — ane fraction 
' z 

j> 

plus simple^ etplas grande oa plus petite que -^. Desi- 
gnant par ca la difiference entre deux grandeurs dont on 

ne connoit pas la plus forte^ on aura r- ctj -^=-: — 3 — : 
mais cette di£Eerence ne sauroit ^tre < -7; donc^ si Ton 

soppose z < «; on aara — '^'g"> "^> cest-a-dire, 

;r B A B . " 

— ^"F> ""^"F [ddm.]. Si Ton suppose z non < a, 

et X < A^ on aura zK > ara, et par consdquent 

c= — c/? — . Donc^ soit que Fon suppose « < a, oux < A, 

J5 a 

oc A. IM 

U est impossible que — soit egale i — , ou k ^. Donc le 

irapport — est r^duit a ses moindres termes. Soit — dif- 
** a z 

C,^/> X C^B.C 

— ,et -8 < to : on aura — c/3 — > -^o c/i — 
'^' z 7 b 7 

— .^-s^-^ ■;5-'^^: car 1 une des fractions-^, ■— , ne 
jsfNSN' b'7' 

M 
pent ^tre plas grande que -^^, sans que Taatre soit plus 

M 

petite que •=-• Pour saisir plus aisement cette vdrite , 

IVf B C 

on poarra d^signer -=^ par la droite VT; -^ par VS^ — 

X C 
par VR, et — c/5 — par RQ [ 6gure suivante ]. 

^ 1 



fercnlede— ,et-8 < 6: onaura — c/3— > -s^ c/i — : donc 
*/ ' z nf o "Y 
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S T R . 



-I — I — I- 



Q S T 

-1 1 1 R 

R T S 

] — I — I — 



Q R T 

i 1 1- 



Soil z noii < 6, et :r < B : on aura zB > xi} done 

XB — ^6 XB .-n' ^ /■» \fr 

3 ^^= — c/D-3-: mais zB — x6 = (B — a:) z+xz 

zZ z ^ 

— x€, et xz n'est pas < xS, ni (E— a:) z < *; done 

zB — x6 ne sera pas <z,nl — cii-3-< -^^ ou< -^. Donc 

a:iBC ^ xM^BM 

7^g:j;> g-^->etparcon8^quentyc«^>-^««.j^5 

donc; tontes les fois qne x sera < B^ oa z < 6^ la di£G^ 

rence entre — ^^jq? ^^^ lA^ grande que la diffdrence 

entre -^ ^^-i^* Donc-?^ est reduit k la plus simple ex- 

Q 

pression. On ddmontreroit de m^me que — est dans le 

mdme cas , et ainsi des autres. 

Soient i^Si^ et 4752 les nombres donn^s. En se eon* 

formant i ce qui yienl d'^tre dit, on trourera ' ^ sss 

. 5o6 . 4752 198 5o6 ^ iio 198 _ 88. 

*4752^ 1^~^556'* l^~^Tg8' 7^"^ iio' 

110 22 88 . -- , /c 1 r 

'W~^HS'li—^' MetUnt4, 9,2, i, i, ^,kU 
place de a, h, c, d, e,f, on aura — ; premi^e valeur np- 



UVRE IV, 6i 

procliee de ^; ^>i9+i^^ ^^^^^^^ Taleurplus 
4752 9 9 ' r 

approch^; •J-——A—l^ troisifeme valeur plus ap- 
9X2+1 19' '^ *^ 

^^^^^^^' '^igXH-i '^^' ^^"'' approcWe; 

nSX 1+78 , 195 ,„,,^^ , , 195x4+115 
^8Xi+i9~"47' plas approchee, 4^x4+:^8 = 

887 



2l6 



y ▼aleur exacte. 



Voici les divisions qui onl donnd les nombres cor»' 
'^ondants a a, h, c, <i, elc. : 



1 »95i4 


9 






oo5o6 


4752 


2 






0198 


5o6 
101 


I 








198 


I 






088 


110 


i 




oas 


88 



XX. Trouver la racine carree d'un nombre donne'. 
Les nombres i, 4; 9; i^; ^5, 36; 49; ^4; 81, 100, 
looooy 1 000000; elc. , sont lescarrds dei,2;3;4;5, 

6; 7; 8; ^; lO; 100, 1000; CtC. 

Supposons d'abord que le nombre donnd soit > i et 
< 1005 par exemple, ^^^S^S^a. Puisque ce nombre est 
> 64 et < 81, la racine en sera > 8 et < 9 j donc le 
premier cbiffre a gauche de la racine ne peut ^tre que 8. 
D^signant par x le second chiffre; on aura (8+a:) (8+ j:) 
=8 X 8+ 2 X 8 X x+xx, Or; cette somme ne doit pas 
surpasser le nombre propose'3 donc 7 6, 39582— 64 ne 
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sera pas < aX 8 X x+xx-, d'oli x < — ^\jig = [ o,J 

etc.] ; et par consequent x doit ^tre oa=o^7; on < 0^7« 

Supposant x= 0,7, on aura aX^X-a^+^^^ 16X0,7+ 

0,7X0,7 : or^ cette somme, retranchde de 1 2,59582 ^ 

donne le reste 0,70582 ^ donc a:=o,7. En voici la veri- 

fication , en effectuant k la fois la multiplicatioii et la 

soustraction : 

16 



S.7 



76,59582 
12,70 
00 
Pour trouTcr le troisi^me cliiffre de la racine, designons- 
leparj^: on aura (8,7+^-) (8,7+j^) = 8,7X8,7+2X 

8;7Xjr+rr=8X8+2X8Xo,7+o,7Xo,7+2X8,7Xr 
+jrj-; donc 76,^9582 — 8 X 8+ 2 X 8 X 0,7+ 0,7 X 0,7 
[= 0,70582] doit ^tre > 2X8,7Xj"^ et par consequent 

^ 0,70582 - , T ^ , 

jr<i ^ — [0,04 etc.]. Onaura donc^ = o,o4, ou 
2 X ^^7 

j^< 0,04. Posantj* = 0,04, voici la forme du calcul 
pour yerifier le troisieme chiffre de la racine : 

7 
16,4 

8;74 



76,59582 

12,7082 

00 00 
Continiiant d'operer de m^me, on parriendra a nne 
racine ex.acte , si le nombre propose en est susceptible , 
•inon f jusqu'au rang decimal conyenu d'atauce. Od 
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trouyera^ par exemple^ que la racine approchde de 
76^59582 est 8^740703 ; k un millionm^me pris. £n 
Yoici le calcul jusqu'au quatriiine chiffre significatif : 

7 
16,480 



8,7404 



•76,39582000 

12,70822784 
00 0012 



P^Srification du cinqui&me chiffre* 

1 
16,4808 



8,74047 



76,3958200000 
12,7082278491 
00 001 20417 
00 

f^e'rifcaiion du sixiime. 

7 9 
16,480840 



8,7404702 



76,39582000000000 

12,7082278491 i 196 
00 0012041729 
000068 

ii le nomhre proposd ^toit > 100, on < i , on com- 
menceroit par le rendre < 100, et > i, en le divisant 
Mit.par le carrd de 10 ; ou de lOO; qu de jqoo, etc. , 
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801 1 par le carr^ de 0;i^ ou deo^oi, oa de o^ooi^ 
etc. La racine carrde da qaotient^ maltipliee par h. 
racine carree du diyisear^ donnera la racine da nonH 
bre proposd. Soit^ par exemple^ 5657 29^61 le nombre 

proposd; on aara 2-_^I — = 56,572061, dont la ra- 

*^ '^ ' 100X100 ^ / ^ ' 

cine carree est 6,o5i,'et par cons^qaent iooX6;03i 

[= 6o5;i] sera la racine de 565729^61 ', car iooX6;03i 

X iooX6,o5i = iooX iooX6,o5iX 6,o5i = ioooa 

X 56,572961 = 565729,61. Soit 0,010609 le nombre 

0,010609 - , . • j 

propose^ on aara-^ — — — ^= 1,0609 : or^Ia racinede 

1,0609 est i,o55 donc 0,1 X i;o5 [= o,io5 ] sera la 
racine du nombre proposd 0,010609. 

XXI. Trouyer la racine cubique d'an nombre donne. 

Les nombres 1,8, 27, 64; i25, 216, 545, 5i2, 729, 
1 000 , 1 000000 , etc. , sont les cabes de i , 2 , 5 , 4; 5, 6, 
7, 8, 9, 10, 100, elc. 

Soit propose un nombre < 1000, et > qae i, pat 

exemple, 8,755. Ce nombre ^tant >8 et ^27, la rar 

cine ciibique en sera > 2 et < 5 : donc le premier cbiC- 

fre k gaucbe de la racine en qaestion ne peut ^ti 

que 2. Soit x le second : le nombre propos^ ne sera ft 

< (2+:c)(2+:r)(24-x) [=8 + 5X2 XaXa:+5>< 

2 X ^^ + xx^^] ', Aonc 8,755 — 8 > 5 X 2 X 2 X ^; oc 

o "55 o '^olj 

^ ^^ — > XI mais — — n'est pas < 0,06: il est donr 
5X2X2*^ 12 tf ^ } y 

possible que o: soit=o^o6: il faudra donc que la somm 

5X2X 2X0,06+ 5X 2 X 0,06X0,06+ o,o6Xo,o6Xo,o( 

ne soit pas > 0,^55 : mais x=o,o6 satisfait k cette con- 

dition; donc a:=o,o6; ce qui, en effectaant les op^ra- 
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^ciiis indiqaees^ donne le reste o^oi5ii84* AVec ce 
reste^ et moyennant la premiere partie 2^06^ on troa-' 
Vera le troisieme cKiffre de la racinC; dont la taletir 

doit Atre < =tt-^ — ^rrr—^* ProCe'dant touiours do 

3X2,06X2,06 ' 

m^me, on obtiendra la racine cubique exacte, si le 

bQmbre propose en est susceptible^ autrement il faudra 

s'arr^ter aa rang dont on sera coilyena d'ayance. Datis 

1'exemple actuel, le nombre 2,06 io5 etc, sera la racine 

approcbde du nonrbre propose, ^ moins d'un cenlieme 

millieme pres. En yoici le calcul ]usqu'aa second 

cbiffire significalif : 

12 

6,0 

2,06 

S^ 

o 



r* 



6 = 2X5^ 12 = 6X2; -^2_ donne 0,06 etc. , second 
cliiffre de la racine^ 



12 



Verijication du setond chiffre^ 
12,5656 

6,0 
2,06 

8> 755000 
o,oi5i84 

it;5656±= 12+0,06X0,06 + 6X 0,06= 12 + 3X 2X 
«;06+o,o6Xo,o6; o,oi3i 84=0,755— i2,5636X 0,06 

5 
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-0,755— (3X 2X2X0,06+ 3XaX 0,06X0,06+ 
Vk*\>(>Xo,o6Xo,o6). 
Pour trouyer le troisieme , 

7508 
12,5636 

6,0 
2,061 



8,755000 

o,oi3i84 
i2,75o8=i2,3636+o,o6Xo,o6+o,o6Xo,o6+6Xo,o6 
= 3X2X2+3X2X0,06+0,06X0,06+0,06+0,06+ 
0,06X0,06+3X2X0,06=3X2X2 + 6X2X0,06+ 
3X0,06X0,06=3 (2+0,06) (2+o,6)=3X2,o6X 2,06; 

donc — ' - o =0,00 1 etc. , donnera le troisiime cliif- 
12,7300 ' ' 

fre dc la racine. 

Verification* 

7308 
1 2,56368 1 

6,18 
2,061 



8,755000 
0,01 3 184000 
00447019 

6,i8=:2,o6x3; 12,756981 = 12,7308 + 0,001X0,001 
+ 6,18X0,001 = 3X2,06X2,06+3X2,06X0,001 + 
0,001 Xo,ooi;et 0,000447019=0,015184 — 12,736981 
Xo,ooi=o,oi3i8 — (3X2,06X2,06X0,001 + 3X2,06 
X 0,00 1 X 0;00 1 + 0,00 1 X 0,00 1 X 0,00 1 )• 
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J?our le qndtri^me , 

3i 

469 
73o865 
ia,56568i 

6;l8 

2^o6io5 

8,755000 
0,01 5 184000 
oo4470igr 
t2,745i65= 12,756981 +0,001X0,001 +0,001X0,001 

+6,18X0,001 =5X2,o6i Xa,o6i ; donc-2£^2^4|2^ 

i2,745i65 
=:o,oooo5 etc^ donaera le quatriime. 

f^drification, 

3 
3i 
46948 
75o865 
12,56568 14909 

6,i85o 
2,06 io5 



8,755000 
0,01 5184000 

00447019000000 
064718545275 
6^i85o =2 2,0610 X 3 ; 12,7455484909 = t2,743i6S +^ 
o,oooo5X o,oooo5+ 6, 1 85X o,oooo5 ^ et 
0,000064718545275=0,000447019— 
1 2,7455484909 X o,oooo5. 
Si le nombre donn^ ^toit > 1000, ou < i; ou Gomr 
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menceroit par le rendre < looo et > i^ en le diyisant,' 
8oit par le cube de lo ^ oa de loo^ ou de looo, etc., 
foit par le cube de o^i ^ oa de o^oi , ou de o^ooi , etc. 
La racine du quotieut^ multipliee par la racine du diyi- 
senr^ donnera la racine cubique du nombre propose. 

XXII. Lorsque deux nombres et deux grandeors 
quelconques sont en proportion^ le prodnit des extr^- 
roes est egal au produit des moyens 5 et si le produit 
des extr^mes est egal a celui des moyens , les deax extr^- 
mes et les deux moyens seront en proportion. 

Soient C^ D^ deux nombres quelconqueS; et A : B :: G :D. 

A C A^^D C_D 
On aura "g-^^Q > g-X-^^-^g-X^, et par consd- 

AD CD , A^ T>n 

quent ^^ = 7^= i ; donc AD=BG. 

AD BC 
Soit AD=BC: on aura ^j^= jTrv > etparcons^quent 

— = — ; donc A:B::C:D. 

XXIII. Dans toute sdrie de grandenrs homogines^ la 
premi^re est a la derni^re en raison composee des rap- 
ports entre la premi^re et la seconde^ entre la seconde 
et la troisi^me^ entre la troisi^me et la qnatrieme^ et 

ainsi de suite. 

A B 

Soit A^ B, C, la se'rie : on aura A = -g- B, etB=-r^C : 

•B Ci 

donc A = -gX^C, et par cons^quent ^=^ X-^. 

A B 
Soit A; B, C, D^Ia sdrie. Puisque A= -^ X jrC [ddm.]^ 

etC=-gD, on anra A = -^X^X-|yXD,etparcon- 

6^quent^= -g-X q-X-iq; et ainsi de snite. 



\ 
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DEFINITIONS. 

I. JLiA haateur d'an triangle est la perpendicnlaire 
baissde du sommet de Fun de ses angles sur le c6i6 
opposd^ ou sur le prolongement de ce c6td^ que Ton 
appelle hase du triangle. La hauteur d'un parallelo- 
gramme est la perpendiculaire baissde de Tun de ses 
c6tds sur le c6t^ opposd^ ou sur son prolongement; et 
ce c6td se nomme base du paralldlogramme. 

II. Deux polygones sont semhlahles, lorsque tous les 
angles deTun sont dgaux & cenx de rautre.cliacun ^ 
diacun^ pouryu que les c6tds de cliacun des angles de 
rnn soient proportionnels k ceux de Fangle qui lui 
est ^gal dans Tautre; et pour indiquer que deux de ces 
c6tds ne sont pas tous deux extr^mes^ ni tous deux 
moyens dans ujae m^me proportipn ^ on les appelle ho' 
mologu^s. 

PROPOSITION.S. 

I. Si deuxtriangles ou deux parallelogrammes ont an 
angle dgal , ou bien deux angles faisant ensemble deux 
angles droits^Ies triangles ou les parallelogrammes se- 
ront en raison compose'e des rapports qu'il y aura entre- 
les c6tes de ces deux angles. 
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Sapposons que dans les triangles ABG^ ADE^ onalt 
Tangle BAG=DA£ : je dis que le triangle ABG siera aa 

triangle ADE, comme le produit -TjT X Tp ^* ^ '• 

Placez les deux triangles de facon que les angles BAC| 

DAE^ aient un m^me sommet A^ et les c6t^ AB^ AD; 

en ligne doite; les autres c6tes AG, AE^ seront aussi 

cn ligne droite [i. 7]. Si Ton prend sur BD, prolon- 

gee k volontd, DF=AD, FG=DF, ainsi de suite,on 

aura AG multiple quelconque d'AD. Prenons de m^me 

AH multiple quelconque de BA, mais k condition que 

AH ue soit pas = AG ; menons GI dgale et parallile 

k DA ou a DF, et joignons GH, GG, GF, GD, DI, IF: 

les quadrilat^res AGID, GDFI, seront des paralldo- 

grammes ^ganx, parce que cliacun d'eux est le double 

du triangle GDI [ i . 1 5. corol. ] : mais on a aussi le paral- 

lelogramme AQD double dn triangle AGD, et le paral- 

lelogramme GDFI double du triangle GDF [ i. i5« 

corol. ] ; donc triangle AGD=GDF. jOn troarera de 

m^me le triangle GDF=GFG, ainsi de suite; donc la 

droile AG et le triangle AGG seront dquimultiples de la 

droite AD et du triangle AGD. On trouyera de la m^me 

mani^re, que la droite AH et le triangle AGH sont 

lequimuhiples d'AB et d'ABG : mais AH > AG lorsque 

ACH > ACG, et AH < AG lorsque AGH< AGG; donc 

le triangle ABG est k AGD, comme la droite AB est k 

AD [5.6]. On ddmontrera d'une mani^re semblable, 

que le triangle AGD est k ADE, conime la droite AG est 

AB AG 
iAE; donc le produit-Y|:r X-pp sera le rapport da 

triangle ABG au triangle ADE [4. 23], 
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Snpposez maintenant que les angles BAG^ LMN; des 
triangles BAC^ LMN; fassent ensemble deux angles 
droils : prolongez MN du c6te' de M en faisan t MO=MN, 
et tirez OL. Les anglesLMN^ LMO, pris ensemble^ fe- 
ront deux angles droits [1.6. corol.] : mais les angles 
BAC, LMN, font aussi deurangles droits [sup. ] , d'oii 

rangleLMO=BAC:donc^"rgI^ ABC AB^ CA 
^ ' triangleLMO MO ^ LM 

[ddm.] : or, comme Ton a trouy^ ACD=CDF, on peut 

ddmontrer de m^me le triangle LMO=LMN^ et on a 

aassi MN=MO rconst.] : donc -t — t— inrFEr= -^i-nr X 

*• •* ' triangle LMN MN 

AC 

rM- 

Soient maintenantles parallelogrammes PQRX; STV Z, 
dont les angles PQR; STV^ sont dgaux^ ou ^gaux k deux 
droits. Menant les diagonales PR^ SV^ on aura 

trianglePQR PQ^QRr,, . . , , 

triangle STY = ST ^ TV "^ ^^"^' ^ ' '"^'^ ^^^^"'^ ^^' P^" 

ralldlogramme^ PQRX^ STYZ^ estle double de cliacun 
ae» triargles PQR, STV ; donc gI?{l|Q^=g x 

=rT [3. 5. corol. et 4. 5]. 

CoroL Si les c6tes de ces angles sont rdciproquement 
proporlionnels ; c'est-^-dire; si un c6t^ de Tun estk un 
c6\j6 de Tautre^ comme le second c6td de celui-ci est au 
seoond c6t^ de celui-I^ ^ les deux triangles et les deux 
paralldlogrammes seront egaux^ et si les triangles ou 
les parallelogrammes sdnt egaux^ les c6tes des angles 
^gaux; ou ^gauxk deux droitS; seront reciproquement. 
proportionnels. 
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PQ OR , , IH> ,. . . 

Car, pmsque-^ X rpy est le qaoUent de g^diyisd 

TV PO 

patr^, sironsuppose PQ:ST::TV:QR,onaom-^= 

TV ^ PQ..QR . trianglePQR 

^ , etparconsdqucnl ^X^= i : mais ^^^g^^gTY 

= IJx ^ [= i ] i donc Iriangle PQR=STV [4- 8]. 

PQ 
Si Ton suppose le triangle PQR = STV, on anra^ 

X ?jry = I [4- 5] , et par consequent g^= q^ [4- oJ; 

doncPQ:ST::TV:QR. 

II. D'un point donnd hors d^une droite donn^ de 
position, mais infinie^ b^bser nne perpendicnlaire sor 
celtc droite. 

Soit BC la droite, et A le point donne. Par nn point 
quclconque B de BC, ^lcvez la perpendicnlaire BD. Si 
ccttc droite rcncontre le point A, ce serala perpendi- 
culaire dcmand^e; s'il arriye le contrairc; comme on le 
supposc ici, joigncz AB et faites Fangle BAC=rangle 
ABD. La droite AC, qui doit rcncontrer BC, par exem- 
ple cn C^ scra parallMc k BD [i.8]; donc Tangle ACE 
=CBD [i. 9]: mais CBD est un angle droit [const, ]^ 
donc ACE le sera aussi^ et par cons^quent la droite AC 
doit ^trc pcrpondiculaire sur BC. 

III. Dcnx triangles, ou deux paraUelogrammes qnd* 
conqucs , sont cn raison composde de celles de lenrs hases 
Gt dc leurs liautcurs. 

Soicnt AB; CD, les bases des triangles ABE, CD£: 
Tun dcs dcux angles ABE, BAE, sera moindre qu'nn 
angle droit [ i, 12 ]. Supposons donc qi^e BA£ soit upi 
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angle aigu : da point E menons EG perpendicnlaire k 
AB^ oa an prolongement d^AB^ et depuis le point G, 
6ar le prolongement d'AB^ prenons GH=:AB^ et ti- 

^„ triangle ABE AB ^^ /AE ^ ^ - 

rons EH : on aara--; — , .^„ =T5 X tv L ^* * J = 

triangleAEH AH AJbi ^ 

AB ^ , ^ , . . triangle EGH GH 

Ts [4- o j : mais on a aussi — ; — ^ — tws = Ttt i 
AH *• ^ •* triangle AEH AH ' 

jdonc triangle ABE = EGH. Menons FI perpendi- 

colaire sar GD oa sar son prolongement ; et depuis 

le polnt I, sur le prolongement de CD^ prenons IL = 

Cjy j et tirons FL ^ on aura ^ comme ci - dessus ^ le 

triangle CDF = FIL. Or , les angles EGH et FIL 

, . , , triangle EGH GH ^^ 

etant droits [ const. 1 , on a — ; — ^, ^^^ = -77- X 

• ^ tnangle FIL IL 

li. donc ^»'°g^« ABE _ GH EG gh=AB, 

Fl' *"°*^ triangleCDF IL ^ FI " "»«'8^"— -au, 

. T-r ^-rs. ^ •% t ABE AB ^ ^ EG ,, , ., 

et IL = CD [ const.] ; donc ^^ = CD ^ FT' ^^ 

fiuit que les triangles ABE^ CDF^ sont en raison com* 
pos^e de celles de leurs bases AB^ CD^ et de leurs hau- 
teors EG^ FI [const. et 5. def. i ]. 

On peut donc conclure ; en raisonnant comme nous 
raTons fait dans la demonstration de la prop. I de ce 
lirre^ que le$ parall^logrammes sont aussi en raison 
compos^e de leurs bases et de celles de leurs bauteurs. 

Chrol, i. Si Ie$ bases et les bauteurs sont reciproque- 
ment proportionnelles^ les triangles et les paralldlo- 
grs^nimes seront dgauK; et s'ils sont egaux, les bases et 
les hautenrs seront reciproquement proportionnelles. 

a. Si les bases sont ^gales^ les triangles et les paralM- 
logrammes sejront entre eux comme leurs bauteurs 5 et si 
les liaatears sont ^gi^s^ ils seront pomme lears bases. 
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lY. Lorsque deax triangles y ou deax parallelogram- 
mes y sont en raison compos^e des rapports qoi existent 
entre deux c6tes de run et deux c6t^ de Tautre ; les 
deux angles compris par ces c6td8 seront ^aax^ ou yau- 
dront ensemble deux angles droits. 

-, . triangle ABC AB^^ BC . ,. , , 

^'' triangleDEF = 5E>< EF ' >" ^"^ que lesangles 

ABC; DEF^ seront dgaux^ ou feront ensemble deux an- 

gles droits^ car^ supposant ABC^ DEF^ dififdrents entre 

eux^ par exemple^ Tangle ABC < DEF^ on pourra faire 

Tangle CBG=DEF, etBG=AB. Menant donc CG, AG, 

et baissant des points A, G, sur BC , prolong^ \ Tolont^; 

les perpendiculaires AH j GI^ on aura AH parallile 

1 ^r r o m trianglc CBG BG^^ BC^- - 

iGI[i.8. coroM,etjjj^^|^^=^X^[5.i]: 

. ^ «^ , , j triangle CBG iB 

AB = BG [consl.] ; donc irf^l^p^DFE^ DI 

BC . triangle ABC AB ^^ BC . , 

Xgpjetpmsqae trf^ieDEF ^ DE ><EF t"? ^> 

bn aura triangle ABC = CBG. Prenant donc BC poQr 
base de ces deux triangles^ les perpendicnlaires AH^ GI; 
en seront les bauteurs [ 5. ddf. i ] ; et par consdquent 
^gales [ 5. 3. corol.] : mais elles sont parall^Ies [ ddm.] \ 
donc AG parall^Ie kHI[i. i6]ouk BC. Les deax an- 
gles AGB; CBG; feront donc ensemble deux angles 
droits [1.9] : maisBG = AB [const. ] donne Tangle 
BAG = AGB [1.4]; donc BAG + CBG vaudront anssi 
deux angles droits. Mais de ce que AG est parall^le 
k BC [ddm.], on ddduit Pangle ABC=BAG [ 1.9]; 
donc ABC + CBG feront aussi deux angles droits; et 
puisque Fangle DEF=CBG [const. ] y on aura de mdme 
ABG + DEF dgaux 2i deux droits. 



mais on a 
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V. Dea:^ trlangles eqaiangles sont semblables. 
Soient dans les triangles ABC et D£F i'angle ABG=a; 

•«xt^n 1» 1 A ^« T>T^-r« trianele ABC 

DEF, et Fangle ACB=DFE ; on aara —. — ^ ^^.„ = 
' ^ ' tnangleDiiF 

AB BC triangle ABC _ AC BC ,, , AB 
5E ^ EF ^ triangle DEF ~ DF -^ EF ^ ^ ^^* DE ^ 
BC AC^ BC . . ,. . ^ BC AB 

EF^^DF^ EF' ^^* ^'^''' ^"^ aivisant par^, 5^ = 

AC 

«vp; ce qoi donne AB:D£::AC :DF. On troavera de 

m^me AC:DF::BC:EF, et BC:EF:: AB:DE. 

CoroL De \k on conclara facilement qne deax trian- 
gles ^aiangles, placds sar des c6tes homologaes ^gaax^ 
8ont ^quilat^res aassi. 

yi. Deaxtrianglessontsemblables^lorsqaelears c6t^s 
fiont proportionnels. 

Soit dans les triangles ABC et DEF^ AB : AC:: DE :DF, 
ct AC:BC::DF:EF. Si Fon fait les angles ACG=DFE, 
£t GAG=EDF^ on aara les triangles ACG^ DEF^ ^qnian- 
gles [ i.ia],etAG:AC::DE:DF; mais AB:AC::DE: 
DF [ sap. ]; donc AG:AC :: AB : AC , et par constf- 
qaent AG = AB [ 5. 3. corol.]. On troayera de m6me 
GG = BG; et paisque AG=AB^ et AC comman^ si, 
Tangle GAG n'etoit pas = BAC^ on n*aaroit pas non 
plas CG=BC [ I. 4] ; donc Tangle CAG= BAC : mais 
EDF = CAG [ const. ] ; donc Tangle BAC = EDF. On 
troaTera de m^me Tangle ACB=DFE^ etparcons^* 
qaent Fangle ABC = DEF [ i . 12]; donc les triangles 
ABC y DEF^ dont semblables [ 5. def . 2 ] . 

CoroL I. Les triangles ^qailateres sont ^quiangles. 

a. Deax triangles sont semblables^ lorsqa'ils ont deax 
^gles ^gaax cbacan k chacan. 
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YII. Les triangles qai ont un angle ^gal compris 
entre des c6tes proportionnels sont semblables. 

Soient dans les triangles ABG^ DEF^ Fangle BAC = 
EDF, et les cAtds proportionnels AB:AC::DE:DF. Fai- 
sant Tangle CAG = BAC [= EDF] , et Fangle ACG = 
DFE, on aura AG:AC::DE:DF [ 5. 6. corol. ] :.mais 
AB:AC::DE:DF [sup.]; donc AG:AC::AB:AC, et par 
consdquent AG= AB : mais Tangle BAC=CAG [const.], 
et le cbt6 AC commun^ donnent Tangle ACB = ACG 
[ I. 5] ; et on a aussi DFE= ACG [ const.]; donc Tan- 
gle ACB=DFE^ et par consdquent les triangles ABC^ 
DEF, sont semblables [ 5, 6. corol. ] . 

yill. Si deux triangles ont un angle ^gal^ et si les 
c6tes du second angle de Tun sont proportionnels aux 
c6tes du second angle de Fautre^ je dis que le troi- 
sieme angle de Tun des triangles sera dgal au troisiime 
angle de Tautre ; ou que^ si ces deux angles ne sont pas 
dgaux^ ils feront ensemble deux angles droits. 

Soitdans les triangles ABC^ DEF^ Tangle ABC = 

DEF, et AB : DE :: AC : DF. On aura ^'1^"^!^;^^^ = 
' triangleDEF 

AB ^ BC , ^ T , . AB AC - , 

triangle ABC AC ^^ ^C ,, , ., . . . 

Uiangle DEF = DF ^ EF' ^ **'* '^ *""* V^" **' ""S^*" 
ACB, DFEy sont egaux entre eux, ou dgaux k deux 
droits [5. 4 ]• 

IX. Si les c6tds d'un angle rectiligne rencontrent la 
circonfdrence d*un cercle en quatre points, je dis que 
les segments de ces c6tes, interceptds entre le sommet 
de Tangle et les quatre points de la circonference; se- 
ront rdciproquement proporlionneLs. 
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Soit ABC nn angle rectiligne dont les c6te's rencon- 
trentla circonf(^rence AGDE aux points A^ G^ D, E. 
Menant les droites AD^ CE^ on formera les triangles 
BAD, BCE, dontrangleDAE=DCE [a. 4. corol.],et 
Tangle ABD=CBE, et par cons^quent BA :BD:: BC :BE 
[5.6. corol.]. 

X. Si Fnn des c6tes d'un angle rectiligne rencontre la 
circonfidrence d'un cercle en denx points, tandis que 
rantre ne la rencontre qu'en un seul ^ et si ce second 
o6t^ est moyen proportionnel entre les segments du pre- 
mier, interceptds entre la circonference et le sommet de 
rangle, je dis que le second c6td sera tangent au cercle; 
€t que s'il est tangent au cercle ^ il sera moyen propor- 
tionnel entre les deux. segments du premier. 

Soit ADB Tangle dont les c6tds rencontrent la circon- 
ference dans les trois points A , B , C , et supposons DA 
:DB::DB:DC. Tirantles droites AB^ BC, on aura les 
deax triangles semhlables DAB^ DBC [ 5. 7 ] , qui don« 
nent Tangle CBD = BAC 5 donc le c6te DB toucl^era le 
cercle en B [a. 6]. Supposons maintenant que BD touche 
le cercle en B^ on aura rangle BAC = CBD [ 2. 6 ] t 
mats Tangle BDC est commun ; donc DA : DB :: DB : DC 
[5. 6. corol.]. 

XI. Trouyer une quatri^me proportionnelle k trois 
droites donn^es. 

Soient B, C, A, ces droites. Sur les c6tds d'un augle 
qoelconque HDE moindre que deux angles droits, on 
prendra DE = A , DP = B , et DG= C ; menant FG et 
ensuite EH parall^Ie k FG, on aura Tangle DFG=DHE, 
et Tangle DGF=DEH [ i. 9 ] , et par consdquent DH : 
D£::DF:DG [ 5. 6, corol.] , c'est-Mire, DH:A::B:C. 



I 
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XIL Tronyer ane moyenne proportionnelle entritf 
deux droites donnees^ et inegales. 

Soient A ^ B ^ ces denx lignes. 

Sar nne droite qnelconqne CD conpe£CEr=A^ et 
ED=B j divisez CD egalement en F^ et da centre F aTee 
le rayon CF ddcriTez le cercle CGH 5 par le point E 
menez la corde EG perpendiculaire sur CD : EG sem 
moyenne propoitionnelle entre A et B. 

Prolongez GE jasqu^au point H de la circonfcfrenccl^ 
Le diam^tre CD coupe GH perpendicalairement en E 
[const. ] ', donc EG= £H [ 2. 2 ] : mats on a C£:EG:: 
EH:ED [ 5. (>],• donc CE:EG::EG:ED. 

XIII. Arec an c6t^ et Tangle adjacent donnds^ 
construire un triangle qui soit dgal k nn polygone pnn 
pose. 

Soient donn^s le polygone DEFGHIL, le cAt^ AB, et 
Tangle adjacent BAC. Menant DF et puis EM parallile it 
DF; prolongeantGF jusqa'aapoint M de la droite EM^ 
et tirant DM^ on aura les triangles DEF^ DFM y a jant la 
m^me base DF^ et ^tant plac^ entre les m^mes paral-* 
liles DF^ EM 5 d'oii il est faclle de conclare qu^ils doi-* 
yent avoir des baateurs ^gales^ et Atre par consdquent 
^gaux [ 5. 2. corol. ] ; donc 1e polygone DEFGHIL pro* 
pos^ sera dgal au polygone DMGHIL^ qui a un c6ii de 
inoins. On trouTera^ de la m^memani&re; an autre po- 
Ijgone ajant un c6te de moins ; et ^gal au proposd j et 
continuant k op^rer de m^me ; on paryiendra k nn 
triangle DLN dgal au polygone DEFGHIL. Sappo- 
sons d*abord que rangle BAC donnd diffi^re de cbacan 
des angles DLN^ LDN : faisant Tangle LDO = BAC, 
menant NO parallile k DL , et tirant LO ^ on aoni 
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le triangle DLO=DLN=DEFGHIL. Sur AC conpez 
AP qai soit a DO comme DL est k AB , et tirez BP ^ tous 
mrez le triangle ABP = DLO == DEFGHIL. 

Si qiielqa'un des angles DLN^ LDN^ etoit dgal k BAC^ 
la construction du triangle DLO seroit superflue. 

Xiy. Gonstruire nn polygone semblable k un poly- 
gone proposd ; et qui soit h, un autre polygone proposd 
dans le rapport de deux droites donnees. 

n s'agit de construire un polygone semhlable; k 

ABGDE; et qui soit au polygone F comme la droite G 

est k la droite H. Sur le c6t6 AB^ et ayec Tangle ABG^ 

fsdtes le triangle ABI = ABGDE^ prolongez AB Ters L, 

et 8ur le c6t^ BI ayec Fangle IBL faites le triangle BIL 

=iF; trouyez la droite M:BL::G:H; et NO mojenne 

proportionnelle entre AB et M. Menez les droites AC , 

AD , et construisez le triangle NOP ayec Tangle NOP= 

ABG, et Tangle ONP^BAC^ Tangle NPO sera= AGB. 

Faitesle triangle NPQ ayec Tangle NPQ = AGD, et 

l'angle PNQ = GAD -, yous aurez Fangle OPQ= BGD, 

etVangle NQP = ADG. Gonstruisez le triangle NQR 

aTecl'angleNQR= ADE, et Tangle QNR^DAE^ Tan- 

gle PQR sera = GDE, Tangle NRQ= AED, et Fangle 

ONR = BAE; donc les polygones NOPQR, ABGDE, 

seFont ^quiangles entre eux. II suit de cette construc- 

tion, que le triangle NOP est semblable a ABG, le 

triangle NPQ semblable k AGD, et le triangle NQR sem- 

Mable k ADE , et que par consdquent NO :0P :: AB :BG : 

mais on a aussi OP:PN::BG:AG, et NP:PQ::AG:GD^ 

d<mc OP:PQ::BC:CD [3. lo]. On trouyera, de la m^me 

maniire^ PQ:QR::GD:DE : mais on a aussi QR:RN:: 

DE:EAi doncNO:NR::A3:A£ [3. lo]. On aura don€ 
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NOPQR s«rab)able a ABCDE. Paisque les angles ONI^; 

^ . ^ triangle NOP NP ^^ NO 

BAC, sont egaux, on aura ^^,J^^^ ^^^ =^ X ^ 

[5. I ] : mais les triangles semblables donnent NP:AG:: 

117/% Ai> j trianglcNOP NP^, NP^ 
NO:AB^ donc --.- ^—— = — x -tt^. On trouyera 

triangle ABG AC AG 

de mAme "^"6^ Vg — _ X -t-t^ ; donc le trianglc 
trianglc ACD ivC AG " 

NOP sera au triangle ABC comme le triangle NPQ esik 

ACD. On prouvera de la m^me mani^re que le triangle 

NPQ est au triangle ACD comme le triangle NQR est k 

ADE; donc le polygone NOPQR est k ABCDE comme 

le triangle NOP est a ABC [ 3. 5] : mais on a— ; — ^- — __ 
^ *• triangle ABG 

= ^X^[ddm.]; el NP:AC::NO:AB [ddm.]; 

, triangle NOP NO _ NO ^ , 

^^^" triangle ABC = AB ^ AB ' ^' P*"^ cons^ent 

polygone NOPQR NO _ NO . M 

polygone ABCDE = AB ^ AB ' ^* P^^^^^e Sg =" 

M NO 
NO^ ;^[4-a3],etM:NO::NO:AB [const. ], oa 

M NO, NO , ^T^^^^ *^^^« ,, .« 
*^*AB = AB ^ AF ^ ^"^ ^ • ^^'•"''^* ' 

• •! a polygone ABCD triangle ABI ^ , - 

mais il est ^— =^^ = — = ---, — ^. _„ [ const. ] 

polygone F tnangle BIL *• * 

AB 
~^^ [5. 3. corol. ], et par cons^quent ABCD:F::AB 

:BL j donc NOPQR : F :: M : BL [ 3. lo ] : mais on a 
M:BL::G:H [ const. ]; donc NOPQR, semblable k 
ABGDE; est k F comme G est k U^ 
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. Corol, I. Les poljgones semblables et eonstruits sur 
des c6tds homolognes sont en raison doublde de ces md- 
mes c6t^s. 

2. Et commeles carrds de ces c6tds seroient aussi des 
rectilignes semblables , construits sur des c6tes homolo* 
gnes^ et par consequent en raison doublee de ces c6tes^ 
il s'ensnit que les rectilignes semblables sont entre eux 
comme les carrds de leurs c6tes homologues. 

XV. Si les c6te's d'un triangle rectangle^ c'est-a-dire, 
d*un triangle qui a un angle droit^ sont des c6tes ho- 
anologues de trois polygones semblables^ je dis que le 
polygone construit sur le c6te oppose k Fangle droit 
sera ^gal k la somme des deux autres polygones. 

Soit ABG un triangle rectangle en A , et supposons 

AB, AC, BC, c6tds homologues des polygones sembIa-< 

bles D^E, F. L'angle BAC etant droit, on aura Tangle 

ACB < BAC [i. 12] j on pourra donc faire i'angle BAG 

acAGB. Les triangles ABG, ABC, ayanl Tangle ABG 

commun, et Fangle BAG=ACB [const.], seront sem-» 

llables [5. 6. corol. ], et par consdquent Tangle AGB 

jsera^droit^^insi que Fangle AGC. Les triangle^ ABC, 

AGG; ayant le m^me angle ACG, et Tangle BAC = 

\r.^ . 1111 1 trianelcARG 

AGC, seront aussi semblables : on aura donc --: — ^, — ^^57^ 

' . ■ triangle ABG 

AB,,AB_ , -- .E AB^AB_ , 

==BC^BC t^- '^- coroL]: maisg=^X-g^ [5. 14. 

coiol.] ; donc E sera a D comme le triangle ABG au trian« 
gle ABC. On aura de m^me F a D comrae le triangle 
ACGautriangleABC^doncE+F:D::ABG+ACG:ABC 
[5. 11] : mais ABG4-ACG=ABC j donc E+F=:D. 
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DtPINITIONS. 

I. U HE droite est perpendiculaire ii iin plaa, lon- 
qa'elle le rencontre perpendicnlAirement k tontes lei 
droites mendes dans le plan^ et par le point commnn ta 
plan et & la ligne droite. 

II. Les plans qni ne sanroientse rencontrer^ qiidcpi' 
prolongds qa'oD les sappose^ s'appeUent paratt^les. 

III. Le poljredre est nn corps qni n'e8t termin^ qoe 
par des polygones. 

IV. Si deax de ces pol jgones sont semUables et pa- 
rall&les^ tandis qne tons les aatres sont des paialUlo- 
grammes , le polyidre se nomme prisme; les denx po« 
lygones semblables en sont les bases, et la perpendicn- 
laire tir^e de rnne des bases sar Fantre^ 8'appeIIe ioif- 
teur da prisme. 

y. Le prisme prend le noni de parallSlipipide , lois- 
qae les bases sont aassi des parallelogrammes. 

YI. On le nomme parallSlipipSde rectangle,lorup!i 
est termind par des paralldlogrammes rectanglei. 

YIL Et cube, lorsqne les rectangles sont des earr^ 

PROPOMTIONS. 

I. Les c6tds d*an angle rectiligne qnelconqae sont 
tons deax. dans an m^me plan. 
Car ABC ^tant nn angle rectiligne qaelconqae; 00 
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poarra placer k la fois sur le m^me plan^ le sommet B^ 
an point qnelconque du c6te AB ^ et un antre de BC^ et 
par conseqnent les droites AB^ CB^ se trouyeront toutefl 
deoxsarle ra^me plan [i. def. 5]. 

II.Toate droite qai tombe k angles droits sur le point 
d^intersection de deux droHes qui s'y croisent^ est per- 
pendiculaire au plan de ces deux droites. 

Soient ABC^ ABD^ des angles droits: AFs^a hors da 

plan de CBD; car autrement il j auroit des angles dcoits 

diffi^rents entre eux^ ce qui estimpossible. Sur CB et BD 

prolongdes k yolont^^ prenez les parties dgales BC^ BD^ 

BE^ BF j par le point B dans le plan CBD tirez une 

droite qnelconque GH^ et ensuite CD^ £F. Ces droites 

seront situdes dans le m^me plan CBD [i. d^f. 5]^ et 

rencontreront GH^ ou son prolongement dans deui: 

points G; H. D'un point quelconque A de la droite AB 

tirez AC; AD^ AE^ AF^ AG^ AH: on aura dans les 

triangles BCD, BEF, les c6tds BC=BF, BD=BE 

[const.] , et Tangle CBD=EBF [ r. 7 ] ; donc CD=EF, 

et Tangle BCG=BFH [i. 3]. Or, les triangles BCG, 

BFH, ont Tangle CBG=FBH, et Tangle BCG=BFH 

[d^.] ; donc ils sont ^quiangles [ i . 12] : mais le c6ti 

BG est ^gal h. son bomologue BF [const.]; donc CG=ai 

FH, et BG=BH [5. 5. corol.]. On a aussi dans les trian- 

gles BAC et BAF les c6t^s BC=BF [const. ] , BA com- 

man, et Tangle ABC=ABF [sup. ]; donc AC = AP 

[i. 5]. On tronyeroit de m^me AD=AE : mais CD= 

EF [d^m.] donne Tangle ACG=AFH [5. 6.coroI.], 

et on a encore AC=AF et CG=FH [dem. ] ; donc AG 

^AH [i. 3] : mais on a aussi BG=BH [dem. ], et BA 

fommun) donc Tangle ABG= ABH [5. 6. corol.] ; d^oii il 
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8*ensaitqne ces deux angles sont droits[i. 6. corol. J; 
donc AB rencontre perpendiculairement le plan CBD; 
car elle y fait des angles droits ayec une droite quelcon- 
que GBH menee par le point commun B [6. def. i ]• 

Corol, Deux droites^ qui ne sontpas en ligne droite^ 
ne sauroient dtre perpendiculaires k une troisieme dans 
un plan. 

III. Trois droites perpendiculaires k une quatri^me 
dans un point^sont necessairement situeesdans un plan. 

Soient ABC^ ABD^ ABE^ des angles droits: AB doit 
.^tre hors du plan DB£ [6. 2. corol.]. Supposons y s'il est 
possibie j que BC soit aussi Iiors de ce plan. Si du centre 
B avec un rayon quelconque on decrit un cercle dansle 
plan CBA, la CLrcoufereuce de ce cercle rencontrera le 
plan BDE dans un point quelconque F. Menez BF qui 
devra se trouver dans le plan ABFC et dans celui de 
BDE [i. def. 5]. Pui«que ABD et ABE sont des an- 
gles droitS; AB sera perpeudiculaire au plan BDE [6.^]^ 
et par cousequent ABF sera un angle droit [6. def. i ]^ 
c'est-a-dire^, que AB fera des angles droits dans un 
m^me plan avec BC [sup. ]^ et avec BF [dem. ] : mais 
cela est impossible , parce que BC et BF ne sont pas en 
ligne droite [6. 2. corol.] ; donc BC est dans le plan DBE. 

lY. Si une droite est perpendiculaire h. un plan^ toute 
droite parallele k celle-ci sera perpendiculaire an m^me 
plan. 

Soient B^ D^ lcs deux points oiiles parall^Ies AB, CD, 
rencontrent un p^n quelconque^ et supposons AB per- 
pendiculaire a ce )plan : je dis que CD le sera aassi. 
Tirez BD , qui devra se trouver dans ce m^me plan , et 
menez-y DE perpendicolaire a BD^ et dgale k BA; joi-« 
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gnez AD^ AE, BE. Puisque AB est perpenclictilaire aa 
plan BDE [sup.], les angles ABD, ABE, seront droits 
[6. def. i]: niais BDE est droit aussi [const. ]; donc 
BDE=ABD. Et puisqu*on a le c6te BA=DE [const. ] 
et BD commun j donc AD=BE [i. 5]. Or, AD=BE, 
DE=AB, et AE commun, donnent Tangle ADE= 
ABE [5. 6. corol.] , et on a ABE droit [dem.] j donc ADE 
sera aussi un angle droit: mais les droites AD, BD, 
sont dans leplan des paralleles AB, CD, parce qu'elles 
y ont deux points communs [ i. def. 5] ; donc la droite 
DE etant perpendiculaire h BD et a AD [const. et 
dem. ] , sera perpendiculaire au plan des paralleles AB , 
CD [6. 2], et par conse'quent CDE sera un angle droit 
[6. def. I ] ; mais AB, CD, sont deux droites paraileles 
[sup. ] , et ABD est un angle droit [dem. ] ; donc BDG 
sera aussi un angle droit [1. 9], et par consequent CD 
sera aussi perpendiculaire sur le plan BDE [6. 2]. 

V. Les c6te's d'nn angle recliligne moindre que denx 
angles droits ne sauroient ^tre perpendiculaires a an 
m^me plan. 

Soient B, C, deux points communs a un plan quelcon- 
que et aux c6te's AB, AC, de Tangle rectiligne BAC plus 
pctit que deux droits. La ligne droite qui joindra les 
points B, C, doit se trouver dans le m^me plan [ i. de'f. 
5]. Soil BC cette droite. L'un des angles ABC et ACD 
liesera point droit [i. 12]; donc Ieso6te's AB, AC, ne 
sfiront pas tous deux perp^tidiculaires au m^me plan. 

Soient EDF pluspetitqne deux angles droits, et le 
sommet D le seul point oii les c6te's ED, DF, rencon- 
trent nn plan qnelconque. Dn cenlre D avec un rayon 
qtielcoDque, ddcrivez un cercle dans le plan de Tangle 
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EDF : ce cercle rencontrera le plan en nn point G. 
Tirez DG; quelqu'an des angles GDE^ GDF^ ne sera 
point droit^ et par cons^quent les c6t^ DE^ DF, ne 
scront pas tous deux perpendiculaires an m^me plan. 

CoroL Ils ne le seront pas non plus k une m^me droite. 

YI. Les droites perpendiculaires k nn m^me plan 
sont paralleles entre elles. 

Soient AB^ CD, deux perpendiculaires k on mime 
plan^ et B^ D^ les points ou elles le rencontrent. Que 
Fon r^p^te ici la constrnction qui a servi k la d^onstra- 
^ion de la prop. IV de ce liy. YI j et on trouyera de saile 
que ADE est droit : mais les deux angles GD£ p BDE; 
jBont droits [sup. et const. ] ; donc BD^ AD et GD, sont 
dans le m^me plan [6. 5]. Or^ AB doit s'y trouyeraossi; 
parce que cette droite le rencontre dans deux poiats 
[i . d^f. 5 ] ; donc AB^ BD et GD^ seront sur le m^e plan : 
mais les angles ABD^ BDG; sont droits^parce que AB et 
GD sont perpendiculaires au plan de BDE [6. d^f. i et 
sup.] ^ donc AB; GD^ sont parall^les entre elles [ i. 8]* 

yil. D'un point donn^ conduire une perpendiculaire 
sur un plan donnd. 

Que le point A soit d'abord situ^ Iiors de ce plan. Mc' 
nez-j une droite quelconque BG^ et sur cette droitebai^' 
sez du point A la perpendiculaire AG ; au point G ^ et su^ 
le plan donnd^ leyez GD perpendiculaire k BG ^ la droii^ 
BG sera perpendiculaire au plan AGD. Maintenant s^ 
du point A on conduit AD perpendiculaire sur GD^ ]^ 
dis que AD sera perpendiculaire au plan donne BGD > 
car^ menant DE paralUle k BG^ la droite DE sera aus»^ 
perpendiculaire au plan AGD [6. 4 ] ? ^^ P^r consequen^ 
Tangle EDA sera droit [6. def. i ] : mais ADG est droi^ 
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[const.]; done AD est perpendiculaire an plan donnd 
BCD[6. 2]. 

La construction prdc^dente seroit snperflue^ si la 
droite AC tomboit d'abord perpendicalairement sor le 
•plan donn^. 

Supposons maintenant que le point F soit situ^ sur le 
plan donne. D'un point quelconque G^ pris liors de ce 
plan, baissez GH perpendiculaire sur le m^me plan. 
Si GH ne passe pas par le point F^ menez FI parallele 
k GH : la droile FI sera la perpendiculaire demandee. 

yni. Deux parall^Ies k une m^me droite sont pa- 
ralliles entre elles. 

Soient AB et CD paralleles k £F. D*un point quel- 

eonque F de la droite EF^ dlevez FG perpendiculaire au 

plan ABFE; et FH perpendiculaire au plan EFG: les 

angles EFG^EFH^ seront droits [6. d^f. i]; et par con« 

sequent EF sera perpendiculaire au plan GFH [6. i ] ; 

donc AB, CD^ seront perpendiculaires au plan GFH 

[6. 4] 9 et en cons^quence parall^Ies entre elles [6. 6]. 

CoroL Lorsqu'une droite estsitude et prolongde a yo- 

lont^ dans le plan de deux droites parall^Ies ^ si elle en 

coupe la premiere, elle coupera aussi la seconde^ car 

aatrement elle seroit parall^Ie k celle-ci [i. ddf. 11 ]^ 

iet par consequent parall^Ie k la premiere [6. 8] ^ tout en 

la rencontrant [sup.] ; ce qui seroit absurde [i. def. 1 1]. 

IX. Les plans perpendiculaires k une m^me droite 

sont paralliles entre eux. 

Soient A ^ B , les deux points ou la droite AB ren- 
eontre perpendiculairement deux plans quelconques: je 
dis que ces deux plans sont parall^Ies ; car autrement 
ils pourront se rencontrer , par exemple en G : on 
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pourra donc joinclre AC dans Tun, et BC dans rantre 

plan [ I. ddf. 5], et par consequent les angles ABC et 

BAC d'un m(^nie triangle ABC seront droits [6. def. i]: 

mais cela est impossible [i. 12] j donc les deax plans 

ne sauroieni se rencontrer; et par consequent sont pa- 

ralleres. 

X. Si deux plans sont parallMes^ la m^me droite 
qui est perpendiculaire k Tun sera perpendiculaire k 
Tauire. 

Qne la droile AB rencontre perpendiculairement en 
B un plan quelconque^ et en A un second plan paral- 
lele au premier: je dis que la droite AB rencontrert 
perpendiculairement aussi le second plan^ car, sans 
cela^ on pourra mener sur celui-ci une droite AC qni 
fasse ayec AB Fangle CAB plus petit qu'un angle droit 
£6. def. i]. Ceta posd^ du centre B ayec un rayon quel- 
conque decrivez un cercle dans le plan de BAC^ dont 
la circonference rencontrera y par exemple en D ^ le pre- 
mier plan. Si Ton tire BD^ Tangle ABD sera droit 
[sup. et 6. def. i ] : mais BAC est aigu; donc les denx 
droites AC, BD, pourront se rencontrer, par exemple 
en C^ et par conse'quent les deux plans s'y rencontr&- 
ront aussi [ i. def. 5] : mais cela est impossible^ puis- 
qu'ils sont paralleles enlre eux par supposition [6. def. 
a] 'y donc AB est perpendiculaire a Fun et k Tautre plan. 

CoroL i. Si deux droites sont paralleles , toute 
droite perpendiculaire k Fune sera perpendiculaire k 
Tautre. 

2. Les deux c6tes d'un angle plus petit que deux droits 
ne sauroient ^tre perpendiculaires a deux plans paral- 
Ules entre enx* 
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3. Ilsnele serontpas non plus k deuxdroitesparalleles. 

XI. Les angles qui ont les c6t^s parall^les^ et rou- 
rertnre placee dans le m^me sens , sont egaux et situes 
ians le mdme plan ^ ou dans des plans paralleles 
enlre eux. 

Soient AB parallele a CD , et AE parallele a CF. On 
prendra AB=CD et AE=CF, mais k condition que 
les irois points E, B, D, ne soient pas en ligne droite, 
lorsque les deux. angles seront dans le m^rae plan 5 oa 
tirera BE, DF, AC, BD, FE. Puisque AB et CD, AE 
etCF, sont egales et paralleles [const. et sup.] , on aura 
BD et AC, AC et EF, egales et paramies [ i. 16] ; donc 
BDet EF seront egales et paralleles [6. 7 ] , et par con- 
seqnent BE = DF [i. 16]; donc Tangle BAE=DCF 
[5. 6. corol. ]. 

Soient les deux angles HGM, LIN, place's dans diffe- 
rents plans, et supposons le c6te GH parallele a IL, et 
GM parallMe a IN. Si Fon m^ne GO perpendiculaire 
auplan LIN en O, et OP parallele k IL, la droite OP 
sera parallMe a GH [6. 8] : mais l'angle GOP est droit, 
parce qne GO est perpendiculaire au plau oii se trouye 
situee la droite OP5 donc OGH sera aussi un angle 
Iroil [1.9]. On prouvera de m^me que Tangle OGM 
sstdroit; donc GO sera aussi perpendiculaire au plan 
HGM [6. 2], et par conse'quent les plans HGM et LIN 
>eront parallMes enlre eux [6. 9]. 

CoroL Deux triangles sont semblables^ Iorsqu'ils ont 
les trois c6tds paralleles chacun a chacun^ ou aussi^ 
orsque deux c6te's de Fun sont paralleles et proportion- 
lels k deux. cotes de Tautre, pourvu que leiirs ouver- 
tares soient placees dans le m^me sens. 
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Xn. Deax droites paralliles intercept^ entre iei 
plans paralliles sont ^gales. 

Soient AB, GD^ denx droites parall^les intercept^ 
entre denx plans paralUles qn'elles renoontrent anx 
points A, Gy et anx points B^ D. Menez AC dans ron, 
et BD dans Tantre plan [ i. A6£. 5]. Les denx dioitei 
AG f DB , seront dans nn m^me plan^ c^est-k-dire^ dans 
le plan des paralUles AB^ GD [i. d^f. 5]: mais ellfii 
ne sanroient se rencontrer [6. ddf. a]; donc AC, BD| 
sont paralleles [i. ddf. 5];et par consdqnent ^gales, 
parce qae ABGD est nn paralldb^amme [ i. i5]. 

XIII. Tant de droites qn'on youdra^ renoontrto pir 
des plans parall^Ies ^ sont coup^s proportionnellemeiit 

Snpposons que trois plans paralUIes rencontrent deas: 
droites AB^ CD^ aux points A^ E^ B, G, F^ D: oelu 
dn milieu coupera dans qnelque point G la droite BG; 
qui joindra les points B^ C. Tirons CA, £G; ces deox 
droites seront dans le plan ABC : mais k quelque dii- 
tance qn'on les prolonge^ elles ne sauroient se reooon* 
trer comme situ^es dans des plans parall^Ies; donc CA 
et £G ^tant paralleles [i. def. 19]^ on aura FaDgk 
BAC=B£G^ et Fangle BGA=BG£ [i. 9]; donc AB: 
B£::BG:BG [5. 6.coroI.]^ etpar cons^quent AE:BE:: 
CG:BG [3. 4]. On trouvera de m^me DF:CP::BG:CG, 
et CF:DF::GG:BG; donc A£:B£::CF:DF. 

XIV. Completer un prisme sur une base donndc; et 
aTeo un o6t^ donn^. 

Soit ABCDEF labase, et AGIe cAtd. Parles sommets 
B, C, D, £, F, menez BH, CI, DL, £M, FN, ig^es 
ct paralleles a AG, et joignez GH, HI, IL, LM, MN, 
m. Les figures ABHG, BCIH, CDU, DEML^ EFNM, 
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FAGN^ ^tant Aes paralldlogrammes [ i. 16 ]^ il reste 

k demontrer qae le poljgone GHIMN est semblable 

ct parallMe a ABCDEF [6. ddf. 4]. Tirez AC , AD, 

AE^ GI^ GL, GM. Les droites AG^ CI^ etant dgales et 

paralleles [ const. ], GI et AC seront aussi dgales et pa- 

ralUles [i..i6] : mais GH est parall^le k AB [d^m. ]; 

donc les plans HGI et ABCDEF sont parallMes [6. 1 1 ]. 

On ddmontrera de m^me que le plan IGL est parallMe 

au m^e plan ABCDEF ; donc la droite qui du point G 

tombe perpendiculairement sur ABCDEF^ sera perpen- 

diculaire aux plans HGI et IGL [6. ib ]^ et aux droites 

GH^ GI^ GL [6. def. i]; donc toutes ces droites sont 

dans un m^me plan [6. 3]. On demontrera de mdme 

que GM est sur le plan HGL^ et GN sur le plan HGM; 

donc GHILMN est un polygone parall^le k ABCDEF 

[6. 10 ]. De ce que GH est parallele k AB^ et HI paral- 

lile k BG [ de'm. ] ; il 8'ensuit que Fangle GHI sera = 

ABC [6. 11 ]. On ddmontrera de m^me que les angles 

ILM=GDE, HIL=BCD,LMN=DEF, MNG=EFA, 

irGH=FAB : mais on a GH=AB, et HI=BC [dem.] j 

d<mcGH:AB::HI:BC,etpareiIlementHI:BC::IL:CD; 

IL:CD::LM:DE^LM:DE::MN:EF^MN:EF::NG:FA, 

etNG:FA::GH:AB; donc les poljgones GHILMN et 

ABCDEF fiont semblables [ 5. d4£. 5]. 

Xy. Les deux bases d'im prisme quelconque sont 
igiles entre elles. 
Cette proposition est facile h ddmontrer. 
XYI. Les prismes sont en raison compos^e des rap- 
pons de lenrs bases et de ceux de leurs bauteurs. 

Soient ABCD et EFGHIL deux prismes triangulaires. 
AfiheTes les paralldlogrammes FM et LN, et tirez la 
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droite MN. On demoQtrera sans peine que EFGMNHL 
est un parallelipipede. Sar la droite HE prolongee a vo- 
lonte prenez OP = £H^ et prolongeant de m^me LF^ 
IG, NM, menez OQ, PR ^ perpendiculaires sur LR^ 
QS, RT, perpendiculaires sur IT; SV, TX, perpendi- 
culaires sur NX, et joignez OS, OV, PT, PX. Lc corps 
OQSVXPRT sera un parallelipipede , dont les c6t^s 
OP, QR, ST, VX, renconlrent perpendiculairemenl les 
bases QV, RXj ce qui est facile a demontrer. Cela pos^, 
transportez le corps HILOQS dans le lieu que EFGRPT 
occupe, mais de telle mani^re que les points O, Q^ S, 
tombent sur les points P, R, T [ce qui est permis, QX 
etaut un parallelipipede, et par consequent OQ = PR, 
QS = RT, et l'angle OQS= PRT]. On doit donc con- 
clure que la droite HO perpendiculaire au plan OQS^ 
[dem. ], et EP perpendiculaire au plan PRT [ dem. ]^ 
ne font qu^une seule et mdme droite [6. 5] : mais on a 
HE=OP, et par consequent HO = EP j donc le poiDt 
H tombera sur le point E. On demontrera de m^me que 
I tombe sur G, et L sur F. Or, en raisonnant comme 
dans la demonstration de la prop. III du liy. I^ on voit 
que les faces du corps HILOQS doirent coincider arec 
cellcs du lieu occupe par EFGRPTj donc HILOQS = 
EFGRPT. On demontrera de m^me, en ajustant le 
triangle PRT sur le triangle PXT, que le prisme OSR 
= OSX. Et puisque HILOQS est=^EFGRPT, si V^ft 
en retrancbe la partie commune OSF, on aura le prisme 
EGL = OSR; et, en raisonnant de mdme, le prisme 
EGN = OSX : mais le prisme OSR est = OSX [dem.]; 
donc le prisme EGL = EGN , et par consequent le pa- 
.raUelipipede LM^era le double du prisme EGL ; ou auta. 
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anssi la base FM da parallelipip^de^ double de la base 

EFG du prisnie^ et le parallelipipede LM=QX. Pro- 

longeant les droites GF^ IL^.TsH^ ME^ et construisant 

de m^me le parallelipipede ZY=LM, de sorte que les 

faces Za^ 6Y^ soicnt perpendiculaires aux prolongements 

de ces droites, on demontrera facilement que Jes bases 

FM, 67, sont dgales. Prolongeant les c6tes Z^, €S, tiY, 

?a, et constraisant de m^me le parallelipip^de t,9 = ZY, 

dontles faces iqI; Gx^ soient perpendiculaires auxprolon- 

gements de ces c6te'8^ on aura ZY double du prisme EGL^ 

et la base 72>. = 67 ^ et par consequent ink double de la 

base EFG du prisme £GL. On demontrcra ayec la m^me 

facilite^ que le parallelipipede 7)9 est rectangle. La baa- 

leur du parallelipipede 7)9, etcelleduprismeEGL^ sont 

perpendiculaires auplan E^X, et par consequent paral- 

leles [6. 6] : mais elles se troavent interceptces entre des 

plans paralleles ESX^ T^e9 ; donc elles sont egales. Cons- 

trnisez ie m^me le parallelipipede rectangle x(i. double 

daprisme BCD^ ayantla m^me bauteur^ et une base v^ 

dooble de la base ABC , et placez-le de maniere qne les 

bases 7{kf v^^ soient dans nn m^me plan^ que les som- 

XBetsdesangleST^xX.^ vx^^ tombentsurle m^me point x, 

et que les c6tcs tjX^ xv^ soient en ligne droite : les c6tds 

>XyX^P seront aussi en ligne droite [i*^}; aussi bien 

^ne les c6tes ox^ xx [6. 5]^ par cela m^me qa'ils tom- 

hent perpendiculairement sur le plan E^X [6. 2 ]. Pro- 

longeant les droites Zv, ^x^ e9; Sk, coupez un nombre 

quelconque de parties vf^ ta, cgales a xv^ prenez xt 

moltiple qnelconqae de t^x plus grand ou plus petil que 

Xf , et acberez les parallelipipedes t9^ 9v^ vu^ \)(5 , xf, 

On demontrera facilement que les parallelipipedes 9v, 

VU; Uff;'8ont egaux; et que par consequent le paralleli-. 
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Corol, I. Les prismes qui ont des bases egales 80 
entre eox comme lcurs hauteurs; et ceux qui ont d 
hauteurs egales sont entre eux comme lenrs bases. 

a. Les prlsmes qui ont des bases et des hautenrs rdc 
proquement proportionnelles sont egaux^ et s'ils soi 
dganx^ ils auront des bases et des hautears r^ciproqa( 
ment proportionnelles. 
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LIVRE VII. 



BEFINITIONS. 

I. JL/oRSQTJE tous les angles cl 'un polygone ont leurf 
sommets ^ la cireoDference d'an cercle^ ondit que lepo- 
Ijgone est inscrit au cercle , et que le cercle est circons- 
crit au polygone. 

II. Le polygone est circonscrit au cercle^ et le cercle 
inscril au polygone , lorsque tous les c6tes de Tan toa- 
chent la circonference de Fautre. 

PROPOSITIONS. 

I. Partager un arc donne en deux parties egales. 
Soit ABC Tarc donn^. 

luvestigation, Designant par 6 le milieu de Tare 
ABG^ et par D celui de la corde AC^ si Ton tire les 
cordes AB^ BC, et la droite BD^ on aura AB=BG 
[a. 8. corol.], Fangle BAC=BCA [i. 4], Tangle 
ADB=BDC [i. 3], et BD perpendiculaire li AC [i. 
6. corol. ]. 

Composition. Tirez la corde AC, et par le miliea 
d'AC menez la perpendiculaire BD. L'arc AEB sera==: 
CFB; car^ tirant les cordes AB^ BC, on aura aans les 
triangles ABD; BCD, le cdte AD=DC [const.], BD . 

7 ^ 



xommnn, et rangle ADB = BDC [coost. ]^ et paricolil^ 
sequent le cAte AB=BC [ i. 5] ; donc Tarc AEB==BFC 
[2.8. corol. ]. 

CoroL II sera donc facile de partager nn.angledoniid 
en deux parties egales. 

II. Sur une corde donnee tracer nn arc capable A^xm 
angle donne^ c*cst-a-dire, un arc oii Ton puisse inscrire 
nn arc donne'. 

Soif^nt AB la corde , et C rangle donnd. 

Investigation, Si Tangle C yaloit deux droits^ lepro* 
bl^me seroit insoluble; s*il ne Taloit qu'un droit, Farc 
dcmande seroit un demi-cercle [2. 4*corol.]. 

Supposons C plus grand ou plus petit qu*un angle 
droit, et desig^ons par ABD Tarc demand^. Si ron fait 
Tangle BAE==:C, le c6te AE touclicra en A Tarc ADB 
[2. 6]. Soit AF perpendiculaire ^ AE. Le centre da 
cercle respectif ne peut ^tre sitndque sur la droite AFj 
et si Ton diyise AB egalement en G par la perpendicu- 
laire GF, il deyra se trouyer aussi sur la droiteGF. 

Composition, Si Tangle C est droit^ divisez AB ifga- 
lement en H ; et du centre H ayec le rayon HA y decri- 
Tcz le demi-cercle ADB. L'angle inscrit k cet arc sera 
droit [2. 4* corol. ]; ct par cons^quent=C. 

Si C n'est pas un angle droit^ faites BA£=C^ et deyez 
AF perpendiculaire k AE: Tangle BAF sera aigu, Eleyez 
encore GF perpendiculaire sur le milieu d'AB : les 
droites AF, GF, pourront se rencontrer en F [ i, ax.]. 
Joignez BF. Dans les triangles AFG, BFG , on aura 
AG=BG[const.] , GFcommun^ et Tangle AGF=BGF 
[const.]^ donc AF=BF [1. 5]. SoitDI un cercle decril 
du centre F ayeo le rayon AF. Ce cercle derra passer 
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^&r le point fi^ et toucher en A la droiie AE [ 2. 6. 
corol. ] ', donc tout angle inscrit dans Tarc ADB sera 
= BAE [2. 6] , et par consequent= C [const.]. 

III* D'un point donnd mener une tangente k un. 
cercle donn^. 

Soient BC le cercle, et A le point donn^. 

Investigation, Si le point donne' est dans rinterieur 
dn cerele^ la question est impossible; s'il est k la cit- 
conference y la tangente et le rayon y feront un angle 
droit. 

Sapposons A hors du cercle, et designons par AB la 
tangente demandee. Tirant le rajon BF^ on aura ABF 
nn angle droit [2. 6. corol. ]. 

Composition. Si lc point A est k la circonference , on 
tirera le rayon A£; et menant AD perpendiculaire k 
AE, la droite AD sera la tangente requise [ 2. 6« corol. }. 

Si le point A est hors du cercle BC^ trotivez-en 1« 
centre F. Joignez AF ; et prenant AF pour diam^tre^ 
d^crivezle demi-cercle ABF^ qui coupera la circonfd- 
rence BC dans un point B. La droite AB sera la tan- 
genie demandee^ car tirant BF^ Tangle ABF sera droit 
[const* et 2. 4* corol. ] , et par consequent AB touchera 
le cercle [2. 6. corol.]. 

CoroL I. D'un point donnehors d'un cercle quelcon- 
qne , on peut mener deux tangentes k la circonf(drence' 
de ce cercle. 

2. £t ces tangentes seront dgales ; car^ menant les 
tangentes GH , GI , aux points H ^ I^ du cercle HI, et 
tirant les rayons IL, LH^ on aura les angles droits 
GHL^ GIL [ 2. 6. corol. ] , et les angles aigus HGL, 
LGI [I. 12]^ donc Fangle GHL=GIL, LH=LI, 
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GL:LH::GL:LI, et par consequent GH:GL::GI:GIj 
[5. 8]^ d'ou l'on lire GH=GI [5. 3. corol. ]. 

ly. Sur une circonference propos^ conper on arc 
susceptible d*un angle donn^. 

Soit A Tangle; et BCD le cercle. 

Composition, Par un point qnelconqne B de la circon- 
f^rence donnee, menez la tangente B£ [ 7. 5]^ et Csiites 
Tangle £BC=A. Tout angle inscrit k rarc BDC sera 
c=:£BC [2. 6], et par conseqnent=A [const*}; done 
BDC est Tarc demande. 

y. Dans nn cercle donn^ inscrire an triangle sem- 
blable k un triangle donne. 

Soient ABC le cercle^ et D£FIe triangle. 

Composition. Coupez les arcs ABC et ACB^ oii ron 
pnisse inscnre Tangle ABC=D£F, et Fangle BCA= 
DF£; tirez les droites AB^ BC, CA: le triangle ABG 
tera semblable an triangle D£F [5. 5 ]. 

yi. Circonscrire a un cercle donne un triangle sem- 
blable k nn triangle donne'. 

Soient ABC le cerclc; et D£F le triangle. 

Tnvestigation, Supposons que les c6tes GH, HI, IG, 
du triangle GHI , toucbent la circonference . ABC aux 
points A, B,C, etque Tangle GHI 5oil=D£F, etGIH 
= DF£. Trouvez le centre L du cercle ABC, et tirez lea 
rayons AL, BL^ les angles HAL, HBL, seront ^ droits 
[2. 6. corol. ] : mais les angles du quadrilat^re AHBL 
Talent ensemble quatre angles droits ^ comme il est £bi<« 
cile de s*en conyaincre en partageant le qnadrilatere 
en deux triangles [ i. 12 ]; donc les deux angles AHB^ 
ALB^ font ensemble deux ahgles droits. Prolonge? £F 
irers M. Les angles DEF^ D£M; yalent deux droits^ et 
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par cons^qnent ils seront dgaux aux angles AHB; AXiB^ 
pris ensemble: mais AHB=DEF[sup.]; donc Tangle 
ALB=DEM. 

Composition. Prolongeant EF des denx c6t^s, et 
ayant trouye le centre L du cercle donne ABC , tirez uu 
rayon quelconque LA, el faites les angles ALB=DEM, 
et BLC=DFN. Par les points A , B, C, menez les tan- 
gentes GH, HI, IG, [7.3], qui se rencontreront en 
H, G, I [6. 10. corol.], parce qu'etant perpendicu- 
laires a LA y LB et LC [ 2. 6. corol. ] j cbacun des an- 
gles ALB, BLC, dolt ^tre plus petit que deus. angles 
droils : cela pose% je dis que GHI sera le triangle de- 
mandd. 

Gar les angles de toat quadrilat^re font ensemble 
quatre droits [dem. ]: mais HAL, HBL^ n*en valenC 
que deux [ const. ] ; donc AHB , ALB y feront deux 
angles droits: et pnisque DEF, DEM, font la m^me 
Bomme; donc les angles AHB-|-ALB=pEF-|-DEM: 
or ALB=DEM [const.]; donc Tangle AHB=DEF. 
On trouvera de m^me Tangle BIC=DFE; doncle trian- 
gle GHI sera semblable au triangle DEF. 

' CoroL De la m^me mani^re qu'on a trouyd dans Tin- 
▼esUgation prdcedente, la somme des angles d'un qua- 
drilatere egale k quatre droits^ on ddmontrera aussi 
qoe la somme de tous les angles d'an polygone quel- 
conque yaut autant de fois deux droits qu'il a de c6te8 
moins deux. 

VII. Inscrire un cercle a un triangle donne'. 

Solt ABC le triangle. 

Investigation, Supposons que le cercle DEF touche 
an I>; E^ F^ les e6t^8 AB; BC^ GA^ du triangli& donnd^ 
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et apr^s ayoir trouye le centre G^ tirons BG et les ra jons 

DG^ £G. Les angles BDG^ BEG^ seront droits [2. 6. 

corol. ], et par consdquent egaax : mais DG est=EG, 

et DB=BE [7. 5.coroL]^ douc rangle DBG=EBG 

£1.3). 

Composition, On partagera chacuu des angles ABC ^ 
BCA, en parties dgales, par les droites BG^ CG [7. i* 
corol.]; du poiut G^ 011 elles doivent se rencoutrer [ i< 
ax. ], on nxeuera sur AB la perpendiculaire GD. Le cer* 
cle DEF^ d^crit du ceutre G ayec le rayou GD ^ satb« 
fera^ la que&tion. 

Car menaut GE^ GF^.perpendigulaires k BC et ^ 
AC^ on aura les triangles semblahles BDG^ BEG [ 5. 5^ 
corol. ], et par cousequent DG;BG::EG:BG; d'o«k DG 
r=EG. Qu. trouvera de mdm^ FG=EG; douclecerde 
ddcrit du cenlre G ayec le rayou GD^ doit passer pai 
les ppintsE; F: mais lesangles ADG^ BEG^ CFG^ sont 
droits [^con^t. ]j donc le cercleDEF sera tangeut sjkx 
poiuts D^ E^ F, des c6tes ABj BC^ CA^ da triangU 
proposd. 

YIII. Circonscrire uu cercle a uu triangle donud. 

Soit A£C le triangle. 

Investigation, liC ceutre du cercle demand^ doit ^tre 
un point oommun aux trois perpendiculaires qui parta^ 
gerout eu parties egales tous les c6tes du triangle ABC. 

Composition, Par le milieu d'AB et d'AC menes 
les perpendiculaires DF, EF^ qui devront se rencon- 
trer, par exemple eu F [6. 10. corol. ^j tirez FA. Le 
point F sera le centre , et FA le rayou du cercle ie-^ 
mande'. 

C^r menant BF^ CF^ ou aura daus les triaoglea 



AI>r, BDF, AD=BD [const, ], DF commun , ei 
rangle ADF = BDF [const. Jj donc AF=BF. Ow 
trouvera de m^meAF^CF^ donc le cercle ABC, de'- 
crit du centre F avec le rayon AF^ doit passer par lei 
sommets B^ €. 

CoroL I . II sera donc facile de faire passer la circon- 
lerence d'un cercle par trois points donnes^ pourvo: 
€[u'ils ne soient pas en ligne droite. 

2. Et acheTer un cercle^ lorsqu'une partie en serOr 
donn^e. 

IX. Inscrire un triangle equilateral k un cercle^ 
donn^. 

Soil ABC le cercle. 

Investigation, Supposons ABC un triangle ^quilat^* 
ral, D le centre du cercle, F le milieu de AB, et DE 
mn ra jon. Tirant DB, AD^ A£, on demontrera ais^- 
ment que Fangle AD£ est la moitie d' ADB : mais ACB 
est la moitie d'ADB [2. 4 Ij dona ADE = ACB : et 
puisque DE:DA::CB:CA, on aura Fangle AED = ABC 
[5. 5 1. Or, Fangle ABC = ACB, parce que AB=AG 
[sup.], el par consequent Tangle AED=ADE; on 
aura donc dans les triangles ADF, AEF^ Tangle AEF' 
= ADF, et 1'angle AFE = AFD [const.], ce qui 
donne EF : FA :: DF : FA [ 5. 5. corol. ] j donc EF 
s^DF. 

Composition. Ayant trouve le centre D du cercle 
donne% et le milieu F d'un rayon quelconque DE, on 
menera par le point F la corde BA perpendiculaire 
2iD£. La corde BA sera le c6le du triangle en question. 

Du centre A avec le rayon AB decrivez un cercle 
%fd conpera la circonfdrence donnde; par e2.emple enC^ 
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Menez BC^ BD^ DA, A£. Les angles AEF^ ADF, e'ttiit 
^gaux^ comme il est facile de s'en convaincre^ on aart 
A£= AD [ 1 . 1 5. corol. ] =D£ , et par consequent ADE 
sera un triangle ^quilateral et equiangle [ i. 4 ] ; ^'^^ ^^ 
suit que ADF yaut le tiersdedeux angles droits [i. is]. 
Dans les triangles ADF, FDB, on a AF = FB [a.a], 
DF commun, et Fangle DFA = DFB [const.]^ donc 
Tangle ADF=BDF [ i. 5] , et par cons^uent Tangle 
ACB = ADF [2. 4]- Ainsi, puisque ADF est le tiers 
de deux droits [dem.], Tangle ACB le sera aussi : mais 
le c6te AC etant=AB [const.], on a Fangle ABG=: 
ACB [1.4]; donc ABC yaut le tiers de denx droits , et 
par cons^quent Tangle BAC en yaudra antant; d^ouon 
doit conclure que le triangle ABC est equiangle et eqni- 
lateral [ i . 1 3. corol. ]. 

CoroL I . Toute corde de cercle qai j en rencontrant 
perpendicalairement un rayon, le partage en deux par- 
ties dgales , est dgale au c6td du triangle ^uilateral 
inscrit k ce cercle. 

a, Le rayon d'un cercle est*donc ^gal au c6te de Fliexa- 
gone ^quilateral, que Ton pent inscrire k ce cercle. 

X. Construire sur une droite donn^e un pentagone 
^quiangle et ^quilatdral. 

Soit AB la droite donn^e. 

Tnyestigation, Designant par ABCDE le pentagone 
demandd^et menant AC^ B£, on formera les triangles 
ABE, BCA, dont les cotes A£ = BC [sup.], AB com- 
mun, et les angles BAE = ABC [sup. ]; donc Tangle 
AEB = BCA, et ABF = FAB [i.3]: mais AB=BG 
£sup.]; donc BCA=FAB [1.4]? et par cQus^qaent 
BGA=;= ABF. Ainsi les triangles ABC^ ABF; seront sem« 
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blables [5. 5. corol. ], et Tangle AFB= ABC : or CDE 
= ABC [sup.]^ (lonc AFB = CDE: niais CFE=ArB 
[i. 7]; donc CDE=CFE: vi ccmme AED = BCD 
[sup. ), et A£B=BCA fdem. ], DEF sr(a = DCF. 
D'ou il suit que les angles CDE^ DCF , pris enseuiljle, 
Talent la moitie de tous les angles du quadrilatere 
CDEF,c'est-li-dire, deux droits [ 7,6. corol.]; donc CD 
est parallele a EF [ i. 8. corol. ]. On irouvera de m^'me 
DE parallMea CF, vi par consequcniCF = DE [i. i5]: 
mais AB=D£ [sup.]^donc CF = AB. Les triangles 
ABC, ABF, etant semblables [dem. ], donnent AC: 
BA::BA:AF^ mais AB = CF [dem.]^ donc AC>AB, 
et par cons^quent AB> AF [ 5. 2 ]. Prolongcant AB et 
preiiantAG.=AC, on auraBG=AF. Prenez GH=AB, 
etdiyisez AB en dcux parties egales en I ; du centre I 
ayec le rayon IB decrivez le cercle BLj du centre G 
avec le rayon GH ddcrivez un cercle qui coupe en L le 
cercle BLj tirez GL[ = GH=AB]^ donc GL sera 
mojenne proportionnelle entre AG et BG^ et par con- 
s^quent tangente en L [5. 8]. Tirez le rayon IL; Fan- 
gle GLI sera droit [ 2, 6. corol. ]. 

Composition, On menera par le point B la droite BM 
^gale et perpendiculaire a AB^ et du point I^ milieu 
d'AB, on tirera IM. L'angle IBM etant droit ^ IB sera< 
IM. Soit prolongee IB jusqu'a ce que IG = IM. La droite 
AB sera >BG. Pour le ddmontrer^ on decrira du cen- 
tre I ayec le rayon IB le cercle BLA ^ qui rencontrera 
IM dans quelque point L ; IL sera =IB. Menant donc 
GL^ on aura dans les triangles GIL^ BIM^ le c6te IG 
= IM, et IL = IB [const.], et Tangle GIL commun; 
donc GL=BM; et Tangle GLI = IBM : mais IBM est 
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droit [const. ]; doiic GLI le sera aassi, et par cons^ 
quent GL toache le cercle aa point L [a. 6. corol.];: 
donc AG:GL :: GL :BG [ 5. 8 ] : mais GL=BM [dem.],. 
ct AB=BM [const.] ; donc AB=GL, et AG:AB::A6^ 
BG : et puisque AG>AB^ on aara aossi AB>BG [5. 2]. 
Du centre A ayec le rayon AG, et du centre B ayec le 
rayon AB^ ddcriyez deux cercles^ qai se croiseront, pai 
exemple en C. Tirez BC, AC ; prenez CF= AB, et pro- 
longez BF jusqu'^ ce que EF= FC ; tirez AE , et acheycj 
le parall^logramme CDEF : je dis qae ABCDE sera le 
pentagone demaudd. 

Car AC elant=AG, et CF=AB [const.], on aura 
AF=BG: mais AG:AB::AB:BG [ddm.]; donc AC: 
AB::AB:AF; d'ou il s'ensuit qne les triangles ABC^ 
BAF, ayant Fangle FAB commun, compris entre les 
c6tds proporlionnels AC, AB et AB, AF, seront sem- 
blables [5. 5] ; donc AFB= ABC, et ABF= ACB [5. 5]: 
mais AB=BC [const.] , etrangleACB=BAF [i. 4]; 
donc Tangle ABF=BAF, et par cons^quent BF=AF 
[ I. i3, coroL]: mais FE=FC [const.]; donc BE= 
AC. Ainsi les triangles ABE, ABC, ont lc c6tdBE = 
AC , AB commun , et Tangle ABE — BAC [ dem. ] : 
donc AE=BC, et Tangle BAE=ABC [ i. 3]. Dans le 
parallelogramme DCFE, on a EF=FC [const. ], el 
CD=DE [ I. 16]; et puisque CF=AB [const. ] , cha- 
cun des c6tds CD, DE, doit ^tredgal k AB : mais BC= 
AB [dem. ]; donc ABCDE cst un pentagone equilatdraL 
On ya yoir maintenant qu'il est equiangle; car BE etant 
parallele a CD [const.], on aura Tangle DCF = CFB 
[1.9]: mais CF=CB [const. ], et l'angle CBF=CFB 
X 1. 4 1; donc r^gle DCF = CBF ; mais BCF=?= ABF 
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[Adm.']; doBcBCD= ABC. On trouvera de m^me AED=? 
BA£: mais FaQgle BAE=:ABC [dem.]^ donc les angles 
ABC, BCD^ BAE^ AED^ seront egaax: et pdisqne dans 
le parallelogramme CDEF [const.], Tangle CDE=3 
CFE [dem.]=APB [ i. 7]=ABC [ddm.]=BCD= 
BAE=AED=CD£ [dem. ]^ donc le pentagone est 
dquiangle. 

CoroL I. L'anglc ABC yant la cinqnieme partie de 
six angles droits [7. 6. corol.]^ c^est-a-dire; U-ois cin- 
qni^mes de denx droits ^ donc le^ deux angles B AC , 
BCA y feront ensemble deux cinqniemes de deux droits 
[i. 12] : mais ils sont dgaux [ ddm.] -, donc chacun d'eux 
Taudra le cinqui^me de deux droits^ et par cons^quent 
Fangle CBF sera led deux cinquiemes de denx droits^ 
c'est-Si-dire ^ le cinqoi^me de quatre droits. On saura 
donc construire deux angles dont l'un soit egal k la 
dixiime^ et 1'autre k la cinqui^me partie de quatre 
droits. 

2. II sera donc facile d'inscrire un penlagone equila* 
t^ral dans un cerde donnd. 

XI. Circonscrire un penlagone equilat^al a un cercle 
donnd. 

Soit ABC le cercle. 

InvestiQation^ Soit DEFGH un pentagone ^quilate- 
tal; dont les c6t^s toucHent le cercle ABC aux points 
A, I, B, L, C. On aura DA=DC [7. 5. corol.], DE 
=DH [sup.], et AE=CH; EI=EA, HL=HC etEI 
=HL; EF=HOet IF=LG; FB=FI, GB=GL et 
3F=BG. On trouyera de m^me que les points I, A, 
G, L, partagent en deux parties dgales les c6tds FE, 
ED, DH, HG. Trouyez le centre M; et tirez MI^ MF^ 
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MB^ MG^ ML, MC^ MA. Dans les triangles BFM; \ 
MFI, on aura FB=EI [dem.], IM=BM[ i. def.61, 
FM communy et par conseqnent Fangle BMF=FMI 
[5. 4] 5 doncBMI sera le double de Fangle BMF. On 
trouvera de m^me BML double de BMG : mais les trian- 
gles BFM^ BMG, ont BF=BG [d^m.], BM oommnD, 
et Fangle MBF=MBG^ parce que chacun de ces an- 
gles est droit [sup. et 2. 6. corol. ]; donc Tangle BMF 
=BMG [i . 5. corol.] , et par consequent Fangle BML=3 
BMI. On trouyera de m^me BML = LMC, LMC= 
GMA; CMA=AMl5 d'ou il suit que chacun de ces 
angles vaudra la cinqui^me partie de quatre angles 
droits. 

Composition, Trourez le.centre M du cercle ABC; el 
construisant Tangle AMI egal k la cinquieme partie de 
quatre droits [ 7. 10. coroI.];faites IMB=AMI=BML 
= LMC : Tangle BML sera aussi la cinquiime partie de 
quatre droits. Menez des tangentes aux points A, I^ B^ 
L^ C; du cercleABC [7.5]: ces tangentes doivent se 
rencontrer [6. 10. corol. ]; et former le pentagone eqoi- 
latdral AIBLC. 

Car tirantMF; MG^ on d^montrera^ comme ci-des- 
8us, que Tangle BMI est le dbuble de BMF^ et BML 
le double de BMG: mais Tangle BML=BMI [const.]; 
doncBMF=BMG. Or, Tangle MBF=MBG, paroe 
qu'ils sont droits [const. et 2. 6. corol. ], et les denx 
trianglesBFM^ BFG, ont le c6td commun BM; done 
BF:BM::BG:BM [5. 3], et par eonsdquent BF=BG. 
On trouvera de m^me IR=IF: mais BF=IF [const. 
ct 7. 3. corol. ] ; donc EF=FG, et ainsi de suite. 

Autre composition. Ayant trouyd le centre M da 
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«ercle A6G faites Fangle BMF ^gal h la dtxi^xne partie 
de qaatre droits; par le point B menez BF perpendi- 
calaire k MB, qui rencontrera MF en M. Du centre 
M avec le rayon MF decrivez un autre cercle : la 
•droite BF sera la moitie du c6te d'un pentagone equi- 
lat^ral inscrit k ce cercle, et dont les c6tds seront autant 
de tangentes dn cercle ABG. 

CoroL Dans tout rectiligne dquilateral circonscrit 2l 
un cercle, el dont le nombre de c6tes est impair^ clia- 
que c6t^ est divise ^galeroent au point de contact. 

XII. Tout rectiligne dquilat^ral^ inscrit oa circons- 
erit k un cercle y est equiangle. 

La d^monstratiou en est facile. 

XIII. Un angle plus petit que denx droits ^tant 
donnd y tirer par son sommet une ligne droite de telle 
mani^re que y de quelque point que Ton en m^ne deux 
autres en ligne droite jusqu'aux c6t^s de Tangle pro- 
pos^, ces deux autrea soient toujours proportionnelles 
aux seginents qu'elles coupent sur les c6t^s de Tangle 
propos^. 

Soit ABG cet angle. 

Investigation. Designons par BD la droite requise, et 

soit tiree la droite AG ou AD^ qui rencontre BA, BG^ 

__ . j, r^ r^ r^ trianclc ABD AD 

BD. aux pomts A, C, D. On aura — ; — 1 T>r^Tv =7rFr 

' ^ ' ' tnangle BCD CD 

[ 5. 3. corol. ] = gjQ [ sup. ] =5(^X55; [ 4- 6 ] ^ d'ou il 

8uit qne les deux angles ABD, CBD, sont ^gaux, oa 
qu'ils Talent ensemble deux angles droits [5. 4 ]• 

Composition, Partagez Fangle ABC en denx parties 
^ales par la droite BD; ou bien prolongez run defl 
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c6tes ABy et partagez en deux partles dgales pa: 

droite BD TaDgle £BG, compris entre le cAte BG ( 

prolongement de Fautre : je dls que BD sera la di 

demandee. 

Gar menant DA, DG, en ligne droite, et obser 

que dans le sccond cas les deux angles ABD et ] 

font ensemble deux angles droits ^ parce que £B] 

^-.^ iriangleABD AB ^ BD . ^ . 

DBC , on aura ^^.J^^^ CBD = BC ^ BD l^ ^' '^ = 

U' - , trianeleABD AD _ ^ , i n j 

. 6 J : mais — ; — i i^pta = 7^ [ 5. 3. corol. J : d 
■• triangle GBD CD '■ ■"' 

'Tac~"cfi^ ®* P*^ consdquent AD:GD::AB:BC. 
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AVEKTISSEMENT L 

jLiES gdom^tres modernes^ pour abreger certaines 
t)perations de calcul ^ et en faciliter qnelques expres- 
sions^ substiluent ce qui suit^ a la place des aTcrtisse- 
ments I et II ^ et de la definition III du liy. III. 

SUPPOSITION I. 

Le nom d'une grandeur sans aucun signe, oa prec^dd 
du signe + y marque qu'elle doit ^tre rdunie k quelqas 
autre grandeur dum^me genre. 

DEFINITION I. 

Tonte grandeur dont le nom est precedd du signe +p 
ou dont le nom n'est precede d'aucnn signe^ s^appelle 
addictivtCy ou bien positive ou a^rmative. 

SUPPOSITION II. 

On sous-entend^ au contrairC; qu'une grandenr doit 
£tre retrancbde d'une autre du m^me genre^ lorsque son 
nom est prec^e d,u ^igne — . 
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DEFINITION II. 

ToQte grandeur dont le nom est precddd da signe — ; 
s*appelle soustractiye , defective ou n^gatiye, 

DEFINITION IIL 

Deux grandeurs sont contraires ^ lorsqa*ane d'entrc 
elles est positiye, et rautre negatiTC. 

SUPPOSITION III. 

La somme de deux granddurs indgales et contraires 
est ^gale a la partie qui en seroit la difference; si 
ellcs u*eloient point contraires^ et cette partie est toa- 
jours contraire k la plus petite des deux grandenrs. 
On designe la somme de deux grandeurs egales et 
contrairesy par le raot zSrOj ou par le chiffre O; qae 
Ton traite souvent comrae si c*dtoit le nom de quelqa^ 
cliose. 

SUPPOSITION IV. 

L'exc^s d'une grandeur snr une autre du m^me 
genre est egal k la partic; qni etant rdunie k celle-ci; 
reproduiroit ]'autre. 

Coro/. Soustraire une grandetir ndgatiye; c'est Tajon- 
ter apres Taroir rendue posiliye. Par exemple, A — • 
( — B) revient ^ A-fB^ car A-fB + ( — B), repro- 
duit A. 

SUPPOSITION V. 

• Les grandeurs proportionnelles ^ selon la ddfini- 
tion III du liy. III; seront toujourt proportionnelleS; 
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except^ dans le senl cas oii un ant^cedent et son consd- 
quent^ etant contraires entre euX; les autres ne le se- 
roient pas. 

CoroL I. Le produit de deux facleurs contrairesest 
negatif^ et celui de denx facteurs non contraires est po- 
sitif. 

2. Le qaotient est n^gatif ou positif^ selon que le 
diyidende et le diviseur sont contraires ou non con- 
traires. 

3. La racinecarrde d'un nombre negatif est impossible. 

AVERT^fefiMENT IL 

Quand on desigue par le fiigne =, ou par des mots^ 
que deux grandeurs sont egales^ sans ddclarer qu'elles 
sont contraires ; on sous-entend toujours qu'elles ne le 
sont pas, ...... 

Rkgle pratique de la multipUcation , lorsque les fac^ 
teurs sont des sommes indiqudes. 

Pour trouyer, par exemple, le produit de aa-^-oxic 
— hc par a — h, on multipliera chaqne terme du mul* 
tiplicateur par cbacnn dles termes du multiplicande, 
en ^crivant les produits respecti&^ d^apris le tablean 

suiyant : 

aa^*xac<^hc 

a — h 



aaa + *iaac — ahc 

— aah — 'lahc-^^hhc 

aaa '•\-aa( 2Ci — h) — - 5ahc + hhc. 

On dira^ par exemple^ aa par a donne aaa, ^u^ 

8 
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roD ecrit de suite ; + 'i-oc par a donne + ^aac j que ron 
^crira de ni(^ine; — ^c par a donne — ahc, [8. sup. 
5 cor. ] que Ton ccrira encore^ et ainsi de suite^ aa 
par. — d.donne — aah ; -f- ^ac par — h donne — *ialc\ 
— hc par — h donne + hhc; et en reunissant les diffe- 
rents produits^ on aura ponr le produit total aaa-^aa 
^2c — h) — 3a^c + ^^c=(a — h) i^aa^iac^hc), 

Autre exemple. 

jj-\>^ajr — \aa 
JJ—^^ojr + aa 

^r/jrx rf '^ajrjjr — i aajrf 

~'^ojrj'jr—^aaj''jr+ oaay 

+ ^^XJf + ^aaajr — \ aaaa 

JJJ'!-^ ^ — laajrjr-^-^Saaajr — ^aaaa 

• - • ■ ■ 

Hegle pratique de la division, lorsqu^un m^me nomhre 
se irouve repete comme facteur dans quelques ter' 
mes du diyidende et du diviseur. 

■ • 

OsL ordqnnera d^abord le dividende et le diTisear, en 
pjQPi:iitilt ppur premiers termes ceax oii un mdme nom- 
bre se trouTcra repete le plus de fois comme facteur; 
pour lcs seconds on ecrira ceux oii le m^me facteur se 
trouye re'petc autant de fois que dans les premiers ter- 
mcSy moins une fois. Si ces seconds termes manquent; 
on mettra o a leur place. Les troisiemes seront ceux oii 
le m^me facteur entre autant de fois que dans les pre- 
miers , moins deux fois : k leur de'£aut on dcrira + o 
pour troisi^mes termes^ ainsi de suite. Cela pos^, on 
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procedera k la division ^ en se reglant sur le tableau ci- 
joint; et en se conformant k la methode suivie dans 1a 
proposition XVI du liv. IV. 

Soit ^oaajr+jyjrjr — ^(^^jy — r^aaa ledividende^et 
oa-^-fjr — 2^7;^ le diviseur. Ordonnant par rapportaj^, 
comme on le voit ici : 



jrjr-^-^ajr —\aa 






jrjr — !iajr + aa 



jyjjr+ o — ^ aajrjr '^' "Saaaj" — jaaaa ^ 
o +^ajrjy — i^ojy^b aaaj o 

o —Laajrjr o 

o 

On dira : ' ^"^" donne^;^: jepose donc +jj a la place 

destinee au quotient : jjyCjj donne jjjj; ce produit 
relranche Aejjjj ne donne rien : je pose donc o au-t 
dessous dej^'^;^;^ : jj^ — ^aj donne — '^ojjj-^ ce pro- 
duit relranclie de o, reste + ao^t^, que j'ecris au- 
dessous de o: jjY^cia donne aajjy el ce produit re- 
tranche' de — 7 o.cLjjy reste — J f^^JJf que je pose : 

H — s^^^ donnesaj-poursecond terme du quotient: laj 

Xyj donne '^cijXJf", ce produit retranchc de icijjj^ rcste 
nen: jepose donc o au-dessous de 'lajjji •+ 2aj"X, 
— ao^ donne — i^iajj', ce produit retranche de— • 
^oajj^ reste — iciajj^ que je pose au-dessous de 
'^iaajj : -f- 2aj X cta donne + laaaj; ce produit re- 
tranch^ de 'baaajy reste aaajj que je pose au-dessous de 

So^zar: — ' — :-^ donne — roa pour troisieme terme 
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du qaotient: — ^aa\jyAoune — i^^XX> ^® prodait 
retranche de — i^^XX? ^®**® ^* — t^^X — 207^ donne 
'^aaajr* j'ecris donc o aa-dessoas da terme aaajr da 
diTidende : — jaay^aa donne — ^aaaa^ je pose o an- 
dessoas de — 7 aaaa, On aara donc 

jrj- — 2ar + aa JJ -^ J « " 

Yoici la m^me diyision; en ordonnant par rapport ^ a: 

aa — lay '^-yj'' 

•— \ aaaa + ''jaaajr — \ aayjf + o TjTTJ 
o '■{'2aaaj' — ^aajry — ^ajrjr o 

o + ^^jy o 

o 

AXIOME. 

On sait par expdrience qae ces pratiqaes sont ansftil 
stires que les principes dont elles ddriyent. 
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Dl^FINITION I, 

Lovrt sdrie dont od^ peu4 augmenter le BOiVibre de^ 
termes aiftant qu'on yeut^ soit parce-que la loi de €aii>^ 
tinuation en est donn^ d^a^aQce,^ s<Mt pai^ce que Ifis. 
premiers termes composent toujouxs de la m^me- ma.- 
ni^re ceux qu'i1s pr^c^dent, s'app€lle s^tie cons^eK" 
gente, pourru qu'en se bornant a un nombr-e donn^ d^e 
premiers termes^ on puisse ndgliger les autres sans 
erreur consid^rable. En pareils caS; apr^s avoir dciit 
asses de termes pour en indiquer la loi de contijwdtio% 
on d^signe la somme de ceux qu'on ndglige^ par un etc. 
uis k la suite des premiers termes. 

PROPOSITION I. 

Toute s^rie en proportion continue , dont le premier 
terme surpasse le second^ est conTergente. 

A, By ^tant deux grandeurs bomog^nes^ on pourra 
i^igner toute sdrie en proportion continue; par Fexpres- 

«ion A+B+B X J +BX ^ X j +BX X X | X ^ 

+ etc. Cela pos^^ je dis que cette sdrie est conyergente^ 
sir«n suppose A>B. 
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Soit, en effel, A>B, cl-r- =c: onaara A+B+BX 

B 

•^ + elc. =A{ I +c+cc+ccc+etc. )^ et cliaqae termc 

de la serlc i+c+cc+ccc+etc. , sera le reciproque de 

celui qui lui correspond dans la serie i + 1 + — 

+ ctc. Or ; dans Tune comme dans Tautre , cbaque terme 

est egal au premier, plus le second raoins le premier, 

plus le troisicme moins le second, plus le qaatrieme 

moins lc troisieme, et ainsi de suite jusqu*au terrae qai 

le precede; et dans la seconde sdrie, les diffe^rences 

I ' I I I I , 

I , , , etc, vont touiours en aiia- 

c ^ cc c ccc cc' ^ ' ^ 

mentant ; donc la somme de ces differepces peat devenir 

plus grande qu'aucun nombre donni^ [ 5. ax. ]. Soit 

ane grandeur moindre que A ^ et que Ton pqisse negli* 

ger sans erreur considerablct II sera dono permis de 

supposer dans la seVie i H + — +etc,^ un tenne 

c cc 

d > , c'est-a-dire, dO ^ cdQ > A 5 d'ou j > 

--= -j : raais la valeur de -r 7 ne saaroit Atre plui 

d — cd d — cd '^ 

\ c cc 
petite quc ;x + j" + ^ + ^^^* j ce que Ton ponrra v^' 



• /* 1 • 1* I I . c cc 

riuer en mullipliant -3 -r ei -j + -r + -r- + etc, 

a — ca a a d 

O I c cc 
par d — cd', donc T"^T"'"T"*'T""^ ®*^' ' ®* P*'cons^' 

quentO > A (j- + ^ +etc. j. II e.st doncclairque celte | 
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derniere serie peat ^tre n^gligce sans errear conside'ra- 

ble : mais elle n^est qae la continaation de la s^rie A ( l 

A 
+c+cc+etc.)i depais le terme -j- [const. ]; donc A+ 

B+BX X + ®*c- [=A(i + c + cc+ etc.)], doit ^tre 



une se'rie convergente. 



CoroL I. Quel qae soit le nombre a, la se'rie i + fl+ 
aa . aaa aaaa aaaaa 

a 2X3 2X3X4 2X3X4X5 ^ 

joars conTergente. 

Soient c nn terme quelconqae de cette sc'rie, et ^ 1& 

nombre de ceux qui le pre'cedent, b etant un nombre 

entier plus grand que a, La continuation de la serie pro- 

... . ac aac 
posee , depuis le terme c , sera c + -7-- 1 — r-: — --1 r 

« 

aaac . . ■. 

+ ~z TTT-. — V , . >Tx + ctc, : mais chaque terme de 

(^+0(^+2) (^+5)^ ^ 

celle-ci n'est pas plus grand que le terme qui lui corres-^ 

pond dans la serie <= + ^ + ^^^l^l,^,) + 

aaac 11 . 

-^ TTf-: — m—. — r + etc. , et celle-ci est convergente 

(^+i)(^+i)(&+i) ^ ' '^ 

ac aac 

[0. 1 1 : donc c + -r- — + 77-; — 777-; — r + 
••^ •*' 6 + 1 (6 + l)(6 + 2) 

aaac , 

n TTi ^ w . ^, + etc. , et par consequent i + « +- 

(^+0(^+2) (^+3)^ ' i' 'i ^ 

aa aaa aaaa . . , ^ 

— + -^^ + ^^^; + elc. , sont convergentes. 
2 2X3 2X3X4 

2. La sdrie a + j aaa + j aaaaa + eic, , est conver*- 
gente toutes les fois que a < i» 
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m, ^y, elul ^evx mu m hits tpKleimqws^ et c le nom- 
_ cc ccc cccc 

ca desigaeia tt sene i + «: + 1- — —^ + 

-^^ — J' '^, 4- eftCL vor d^ , etle mombte tf s^aimenera 9tt&- 
ya/tce «Ta ladiqnee par rrtpowmt ^^ oa bien racine d*a 
iQdioaee pex rexposut -^ Dibs ce second cas , on dcrit 

qnelqnelbtt ^/ «x a la place S^f ^ ^\ y/ a s*appelle ra- 
ct»e d*a , premiere o« seooKde , ete. , sdon qne le nom- 
bre i^ est 1 on '^ OQ etc. : ob dit de m^me qa'<i^ est la 
premiere poissance d^a^ on la seconde, etc. ^ selon que 

h est ^al a I on 3 oa etc. Au lien d^a^ et y/ a^ on 
ecrit tonjonrs a et y/ a. 

PROPOSITIONS. 

II. Soit a nn nombre qnelconqne positif^ et ^?=:2 

/" ^ — ' + - ''^' V ''~' X ''~' 4. -1 ^— ' y 
Va + i 5a + i a + i a+i"*" 5a+i 

fl — I - . a — I a — I a — i \ . , 

T-TT X —7— X — — X — ; h etc. ) : je dis qqe 

a+i a+i a+i a+i / ' ^ 

^ a— — I 

Par mettant c a la place de , on anra ^ = a c + 

a+ i' 
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\ccc + ^ccccc+eic., et ac + c=a — x-, d'ou Ton lire 

:-4-i=a — ac=a(i — c)et a= : mais = 

^ ^ I — c 1 — c 

I -4- 2c + 2CC + iiccc + 2CCCC + clc. , cc quc ron prouye 

Bn multipliant le diTiseur i — c par le quotient i + 

2c + ncc + 2CCC + etc. j donc a = i + 2c + acc + accc 

+ «tc. : mais en substituant ac + fccc + jccccc + etc. , 

a la place de b dans la se'rie i + ^ + — H — = + 

hbhb 
' ^g^/ + clc. , on troaye la meme expression i +2c+ 

2cc+2ccc+etc. ; donc h est le nombre qui rend a= i + 

, ^^ hbb . ^^5^ 

* H 1 — rr¥ "* — ^g^^ / + etc. 

2 2X3 2X:>X4 

III. Solent a, 6, deux nombres quelconques positifs, 

a+i 3 a + i a+i a+i 5 a+ i 

a — i ^, « — I vx ^ — ^v^^ — I . . ^ — J 

— r- X — r- X — r~ ^ —1— +ctc. , et d= .7—- + 
a+i a+i a+i a+i ' ^+i 

>*— x4^x^+-ii=^x^x^x 



3^ + 2^ + 1 A + I 5^ + 1 5 + i^A+I 



<f 



7 X T-; h etc* • ie dis que a^^^b, c'est-i-dire, 

©+i^+i ' * ' 

qne h est ane pnissance d'a, indiquee par Texposant — . 

^ 4cc . 8ccc . idcccc 

Car a = i + 2c + :i h -— ^ + ^-^ . + etc. , et 

2 2Xa 2X3X4 

*=, + ,^+i_ + _ + ___+etc.[9..]; 

, ^rf ^ ddd 

A , 4cc — 8ccc 

, - 2ca cc ccc 

donncnt a*" = i H 1 1 rr^— + 

c 2 2X3 
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dddd 



i6cccc 



2X5X4 



cccc ^ -■ ri. -I « . ^dd 

+ etc. [9. d^f. 2] = I + arf + -^ — + 



Sddd iGdddd 
aX5 ^ aX5X4 

IV. ToQtes les fois qu*an prodait et ses factears sont 
des puissances d*un m^me nombre, Texposant du pro- 
duit est egal a la somme des exposants de ses facteurs. 

Soit a un nombre positif^ ^9 ^^ deux nombres qnel- 

- /a — I I a — i^^a — i^^a — i 

conqaes,etrf=a ( — — + — — r-X — r— X — r- 

. \«+i 3 a + i a+i a + i 



+ etc. j : on aura a=i+d+ ^ + ^rrTT + "T^t^TTT + 



dd ddd dddd 

■^"^"aXS"^ 2X3X4 
elc. [9. 2], et par consequent fl*tf«=(*i + bd + ^bbdd 

' +'^bbb ddd+ JL bBbb dddd-\^ ,^ bbbbbddddd + e\c.) 

(i + c^+-jcc^^+ ^cccddd-^- ^cccc dddd + j^ccccc 

ddddd -^etc.): mais cette expression, en exdcatantla 

mnltiplication, rcyient a celle-ci: 

i+bd+^bbdd+ibbbddd-k-^bbbbdddd+j^^ibbbbbddddd-j-eit. 

+ cd+ bcdd+\bbcddd+ \ bbbcdddd+ /^ bbbbcddddd+eic. 

+iccdd + '-bccddd + ^ bbccdddd+ jj bbbccddddd+etc 

+{cccddd+ I bcccdddd+ ^i bbcccddddd+eic. 

+Y^ccccdddd+ ^^ bccccddddd +e\c* 

+TT5 cccccddddd +eic, 

+etc 

ct Texpression 1 + {b + c)d+^{b + c) {b + c)dd+ 
i{b+c){b + c){b + c)ddd + i^{b + c){b+c){b + c) 
{b + c)dddd + -^{b+c){b+c){b + c){b + c){b+c) 
ddddd+eic, = a^+'^ [9. d^f. 2], donne le m^merdsul- 
tat^ en executant les multiplications indiqueesj donc 
a*a*=a*+^ 
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Coroh I. a**'=af' a^ ja^^—a^a^ c/*'y ainsi de suile. 

a. a* a^^izaf^y donc a* est la racine carrde de a*: 
fr ^ fr fr 

i^ a^ a^^zzc/^^j donc a^est la racine cubique de a^j ainsi 

de suite. 

a* 
3. a*~«= — : car a*-* a''=a*+*-' [9-4] ===«*= 



a* 



a* 

— a*. 
a^ 



4. «•[=«.-.= ^] = ,. 

^•--'[="-=5]=7- 

SchoL Dans des expressions telles qne a^ on ne re- 
garde souvent le nombre h que comrae un indice de mul- 
tiplications ^ divisions et extractions de racines^ qu'il 
faut faire selonles corollaires precedents, pour olitenir 
le nombre a^ ^ et alors on est dans Tusage de supposer 
aossi a ne'gatif. 

y. ayhjCy dtant des nombres quelconques; je dis 
que {a^Yz^a^*", 

Que l'on tronve un nombre ^qui rende i +^+ h 

l^ + x4^^+etc.=a [9.2], et on aura a*=i + W + 
^hhdd+ ^hhhddd +eic, ; d'ou il s'ensuit que rexpres- 
sion {a^y est egale k la serie i + cid[ + |c*(^^)'+ ^c' 
(hd)^ + etc.= I + hcd+ { hchcdd-^- ^ hchchcddd+etc.p 
c'est-k-dire z^a^^lg. def. 2]. 
Corol. I. {a^y={a'Y. 
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yi. Soient a^b^c, trois nombres quelconqnes : je dis 

Gar ddsignant par d le nombre qui rend a^=zb 
[9.3], on aura a^b^^z^a^^^a^y^a^^a^^^^a^^-^^^lg. ^\ 
= a^^^^-^^^^zi^a^-^dy—^^aa^Y^z^aby. 

YII, Ddsi^ant par A le terme prdcddent; on anra 

+ etc. y ponryu que Fon ait Q< i ^ lorsque n ne sera pas 
nn nombre entier et positif. 

et par consdquent i +Q= i + m + ^m* + g-m^4- ri^^ 
+ etc. [9.2]: on aura (i + Q)'* = i + m/i + j(m»)* + 

I (m/i)'+ ^(m/i)* + etc. [9. ddf. 2] : mais ^' donne 

2+y 

rQ-TQ' + fQ'— TeQ* + 3^Q'— etc., et par cqnsq- 
quent m=Q— iQ«+ IQ' — iQ4+ J^Q5_etc. 

+iTQ'-iQ^+iQ^— etc, 

+ 8^Q'— etc, 
c^est-idire, m=Q— ^Q* + fQ^—i Q4 4. iQ5_etc.; 
donc cette yaleur de m sera convergente toutes les fois 
que Q< i [9. i]. Substituant donc cette yalenr de nt 
dans Fexpression ( i+Q)"=i + m7i+ jm*/i*+ ^/n^n* 
+ ^ m* /i* + 7^~p m' /i^ + etc. , on trouvera ( i + Q)'»^: 
1+ «Q— 1« Q* + hn Q'— 1 /i Q4 + j n Q5 — etc. 
+ 1 '^•Q' — i «'Q' + 1^ «•Q* — Ti n^Q^ + elc. 

+ ^yi^Q*— iT^i^Q^+etc. 

+ TT^«^Q^— etc. 
«I +/iQ + (in*^i/i)Q» + (i /j5_ 1/1« +1 /i) Q3 + 
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— = — X —, — X ^ Q^+etc. , ce que lon prouve en 

effectuant les multipUcations indiqudes; donc ( i +Q)'* 

= i+'iQ+-— AQ+--^ AQ+-7--- AQ+ -y^ 

AQ + etc. ; lorsque Q < i . 

Snbstituant 2 ^ 5 ^ 4; etc. , au li^u de n dans la formule 

( I +Q )"= I +'iQH AQ + etc. , on trouvera suc- 

cessivement(i+Q)* = i + 2Q+Q»5(i+Q)'=i+3Q+ 

3Q*+Q'^ (i+Q)*=i+4Q+6Q>+4Q'+Q4; (i+Q)' 

— I +5Q+ ioQ»+ IOQ3+5Q4+Q5; (i + Q)«= i + 6Q 
+ i5Q*+2oQ3 + i5Q4+6Q5+Q«; (i +Q)7 = i + 7Q 
+ 2iQ'+35Q^+35Q4+2iQ5 + 7Q«+Q7. elc: mais on 
obtient les mtoes rdsnltats en multipliant i + Q par 
»+Q; (^+Q)'pAr i+Qj(i+Q)' par i+Q, ainside 
snite j donc la formule a dgalement lieu quel que soit Q^ 
px>urvu que n soit un nombre entier et positif. 
CoroL Soienta^ ^y ^? des nombre quelconques: on 

aura^a+^)'»^ ar(\^ j ' =a"( i+n h ^~' A — 



+ 


n — 2 
3 


A 


b 
a 


+ etc 


+ 


n — 
n 


-I 


X 


n — 2 



. j=a» 



+ 72a'»-»i+n a"— *i* 



a" — ^^^+etc.j maisa condition qn*a 
2 o 

soit > bf lors^ne n ne sera pas uu nombre entier et po- 

ntif. 
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VIII. a elant un nombre positif; je dis que 2 f • 

1 fa — iV I f^ — iV . \ ^' — I . I 

(=^J+K"-^)'^i(^)'H(^)' 

+ elc. 
Posantcrrr et£/=: ^ils'agitdedemontrerqne 

ac4-3c'+*c5+etc.=£/+7^'+j^+^^*+etc.Lessup- 

a — I fl — I . ^ 1 +c 

positions c= et«/= donnent «= = 

"^ a+ I a I — c 

^ , - 2C ^ , 
;, et par consequent a= = ac — ac* 4- ac' — 

I — d ^ * 1 4- c 

2c^+ 2C^ — elc. \ ce que Ton peut ve'ri6er en multipliant 
le quotient 2C — ic^-^-ic^ — etc. par lc diviseur i +c. 
Substituant donc ce quotient au lieu de d dans Tex- 
pression d +7«/*+ 1^*+ ^/i^+ ^£/^+etc. ,on trouve2C+ 
|c^+|c5+etc.jdonc2c+etc.=J + ^J«+|£/* + ^^* 

+ f ^ + elc. , c*est-a-dire, 2 ( "7' + -5^ ( T ) + 

' \«+ I 3 \a+ I / 

(:-^)'+-)=^+K"-^)"H(^)" 

+ t(^)'^K"-^)'+""- 

IX. Designant par A le terme prdcddent, on aura 
/,+0)— .+ -^ . (:i±OAO («+2)AQ 

(,+(^) _,+ ^^^ + ^^^^^^ + ^^^^^ + 

, ./)\ + ^*^- > pourvu que l on ail Q< — , lorsque Q 

est negatif, ou lorsque n n*est pas un nombre entier et 
negatif. 



5 



LITRE IX. 137 

Faisant „.=_2^+i-(-^^)'+|(-^Vetc., 

oTi aura i +Q= 1 +m+|m*+^m^+Tr;w*+Ti^m54-elc. 
[ g. 7. 2]. Donc (i +Q)" = i + m/i + 7 m*/i» + |m5/t5 + 

^m^/i^+TT^m^/i^+etc. Mettant c au lieu de ^k f ^^ 

i+Q 

Tient m=c+ jc* + ic'+ ^c*+ etc. 5 substituant cette 
Talear de m dans Tequation prdcedente^ on a 
(i + Q)»=i+/ic+j/ic» +J/2c5+^ nc^+ i /ic5+etc. 

+^/i^c»+ i«»c2 +|^/i*c4+ -^ /i«c5+etc. 

+|/i^c3+^/i3c3+ l^n^cS+etc. 

+^/i4c4+ ^ /i4c5+etc. 

+Tr:'^^^^+etc. 

G'esl.a.dire, ( i + Q)» = i + /ic + (^/2' + r/i)c» + (i/i^ 

+ f/l*+|/z)c3+(J^n4+X;i3^ii^a^^„)^4+_|_(„5+ 

^«44. iin' + ^/i»+ f /i)c5+ etc. = i +/IC+ ^^ii^ c» 

, /i+i^ /1 + 2 ,. /i + iv^ '^ + s^^/i + S , . 

+/i -^X--i--':^'+« ~-^X -4— X--r- c4 +etc. 
2 5.2 :> 4 

- . _^ . (/t-HQAQ (/i+2)AQ (/i+5)AQ 
^"*" i+Q "^ 2(i+Q) ■*" 5(i+Q) "*" 4(i+Q) 

+etc. , pourvu que Ton ait Q < — , lorsque Q sera 

fiegatif ; autrement les series^ soit du theor^mey soit de 
la demonstration , ne seroient point convergenles. 

On prouvera , k peu pres comme dans la proposition 
Vll, que la formule dont il s'agit ici peut avoir lieu, 
quelle que soit la valeur de Q^ pourvu que n soit un 
Qombre entier et ndgatif. 
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^ DtFINITIONS. 

III. Considerant tons les nombres comme des paissan- 
ces d'an m^me nombrC; on appelle celai-ci base de 
logarithmes y et rex.posant de chaqae paissance en est 
le logarithme. 

CoroL Le logarithme de la base sera toa]oars=:i 
[9. def. 2]. 

IV. Lorsqa^on sappose la base= i + i + h — r 

+ ^xfea + 2X5x4X5 + "^''--^''^^"Sarithme«.'«p 
pellent hyperholiques oa naturels, 

AVERTISSEMENT. 

la yeat dire logarithme de a. 

PROPOSITION X. f 

la^ = nla, 

Car sapposant ^ la base^ on a a=^ 5^ [9. ddf. 3]; et 

CoroL I. /i [ = /«'* [9. 4. corol. ]=oZa]=o. 

2. /(€ic)[ = /(^'-^^) = /^'«+^ = (/a+fc)» = (/a+ 
/c) X 1 [9. def. 3. corol. ] ] = /a 4- /c. 

3. /— [ = /(ac-*) [9. 4«corol.]] = /a — /c. 

c 
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D16PINITION& 

I. 1 ouT nombre entier qai n'est innltiple d*aactinL 
iDiiltiple de Tanite , s^appelle nomhre premier, 

IL Les racines d'un trinome x^-^ax-^-h^ sont les 
nombres «; 6 y qai renden i{x — a){x — Z^—x^-^ax-^-h; 
les racines du quatrinome x^-^-ax^+hx-^-Cy sont Ie9 
nombres a, 6, -f^ V^^ rendent (x — a){x — 6)(x — 7) 
srar^+^ix^+^^+^; les racines dti polynome x^^ax^ 
^hx^-^-cx+dj sont Ifes nombres a, 6, -f^^; q^i rendent 
(x— a)(x — S) (a:— -f) { J^ — ^)=x^ + ax^ + ^x* + co? 
\ +d; ainsi de suite. Les lettres dyh,c,d, etc. , ddsigneht 
ici des nombres quelconqnes positifs ou negatifs, ou des 
leros.; et ion appelle nomhte principal celui do^t oni 
leiranche les racines , pour forme^ les facteurs des po<i 

l)niomei, 

PROPOSITIONS. 

L Chaqtie racine substitude k la place du nombre prin* 
^Sptl^ r^duit n^cessairement a z^ro le polynome respec«f 
tif; et tout nombre qui, dtant substitue k la place da 
aombre principal, reduit h. zero up polynome propos^^ 
to est ndcessairement une racine. ^ 

tL, Lorsque le npmbre principal et se^ boefficiehtflt 
iont des nombres entiers ou des zeros, et que le dernier 
fenne «t l^nne des racines sont aussi des nombres ^a«f 

9 
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ti«rs^ je dis que si Texces du nombre prlucipal M 
'cette racine n*est pas ^gal au poljnome propose, ilen 
sera tonjours un sous-muhiple. 

Soient x^-^-ax^-^-bx^-^-cx+d le polynome, a la ra* 
Hcine, et {x^+px^-^-qx+r) (x — a)=iX^'^ax^+bx*+ 
cx+d, c'est-a-dire, x^+ {p — a) x*+ (y — ap) x*+ 
(r — a^) X — ar^z^+ax^+bx^+cx+d.Onanrap—i 
=:fl, q — ap = b, et r — a^ = c: mais a, b , d, Xy sont 
des nombres entiers ou des zdros [sup. ]; donc ;>^ q,r, 
et par consequent x^+px*+i]x+r, seront des nombrei 
entiers^ tant que x sera o ou nombre enlier; d^oiiilsnic 
que x^+ax^+bx*+cx+d doit ^lre=ar — a, ou innl- 
tiple de x — a; et aihsi des autres cas semblables. 

III. Un nombrd entier e'talitpropose, troaTertollBles 
^iyiseurs entiers dont il est susceptible. 

Soit 1 20 le nombre propos^. €e nombre diyisd pdr 1 

donne 60 -, ^criyez a : 6d dfyis^ ]par 2 dcfnne 3o ; dcrives 3 : 

i5 
3o divis^ par a donne i&; ^rivez ^^. et puisqae — n^est 

/[u'un vfoihbre fractionnaire^ essayez 3, c'est-k-dir6>le 

plus petit^ombre premier au-dessus de 2: i5 diTisl^ipat 

5 donne 5} ecriyez 5: et puisque le quotient 5 est anssi 

nombre premier /dcritez 5, et tous aurez ^X^X^X^ 

X5=i2o^ dontles sous-multiples entiers sont a; 5; 5; 

^Xa; 2X3} 2X5; 3X5} 2X^X2; 2Xa^X3; 2X^X5; 

2X3X5; 2X2X^X3; 2XaX2X5;et2XaX3X5. 

21 4^5 
Soit 2145 le nombre proposd. -^ ^ta^nfun nombre 

fractionnaire^ essayez 3; — = — = ^i5^ dcriyez 5:-=-^ 

» *• I- 7^5 t>r j • t> ^4* 

-& estpas entier j essajrez 5: -^ = i43j ecriTes 5: -^ 
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h*tsi pas entier ; efisayez 7 : --^ est encore nne fracUon; 

essayez 1 1 : — • = 1 3j ^crivez 11 et 1 5; nombrespremiers^ 

eiTOQs aurez 5X5X 1 1 X i3±=2i45, dont les sons-multi-a 
ples eiiliers sont 3 ; 6-, 11; i3; 5X5; 3Xii; 3Xi3;5X 
XI5 5Xi3; iiXi5; 3X5Xit; 3>^5Xi3; 5XiiXi3- 

lY; Le dernier terme et les coefficients da nombre 
jprincipal ^tant des nombres eiltierS; trouter les racfine» 
entieres d*un polynome propbs^; tel que ceux de la dd- 
finition II de ce liy. X. - 

Ecrivez s6us utie m^ine bolonne Ids chiffre» 1,0, — i, 
^t k (^td d*eux les ttois Valeurs du polynome qui en rd- 
8ulter6nt, en substituaiit successivemi^Dt i^ o^ — ^^i^ a la 
place du nombre priucipal : k c6te de chaciine de ces 
valeurs , ^crivez sur la m^me ligne tous les sous-multi' 
ples eiitiers dont ils seroht susceptibles. Si parmi ces 
sous-multiples il s*en trouve trois; le premier dans la 
ligne sup^rieurC; le second dans la moyenne^ et le 
iroisiime dans la derniere; differents entre eux d'une 
nnite; de telle sorte que le preinier soit plus grand ou 
phiS petit que le second > en m^me temps que le seoond 
est plus grand ou ^lus petit que le troisieme^ toujours 
d*ane nnite; on pourra essayer si le second ne seroit 
tas tiile racine dn polynome^ en le prenant positive*^ 
iDent 8'il est plus gratid que le premier^ et negaiive- 
ttent s^il est plus peiit. 

Soit a^ — gx^ + aSx* — ^ox+ i5 le polynome. On 
ftora; en pratiquant cette regle^ 



1 


10. i. 2. 5. 





i5. i. 3. 5. 


I 
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t3i PRlNiCIPES MATR^BIIiTTQtJES, 

£t puisqiie h c6te de i ^ o ^ — i ^ on troure les ttom* 
bres 2, 3; 4? ^y^ Tont en augmentant d'une unile; on 
pourra essayer si 5 ne seroit pas une racine. £n effet; 
le 3 sttbslitu^ k la place de x dans lepolvnome j;^ — gs^ 
+a5i*-^20Jr+ 15, ou dansrequiTalent(((j; — g^x-j-i^) 
-x — 20} X + 1 5); le n^uit a rien 3 donc 3 en est une racitie. 

Soit pottT second exemple x^ +2x*->— 53x+ 14 lo po* 
lynome. On anra, suiyatit la m^me r^gle^ 
I — 16. I» a. 4* 8» 
o i4* 1* 2. 7. 

^i 43* I* ^- ^* 4* 6« 8. 12. 24. 

£t puisque yis-a-yis de i ; o ^ — 1 , on trouye les deiti 
•uites 1 ; 2; 5; et 8^ 7 7 6^ essayez si 2 et — •} ne se- 
)roient pas les racines demande'es. Mettant 2 ^ la place 
dej:dansx'+2x» — 55x+ i4=((af+2)x— 53)x+i4, 
il Tient — 56 3 donc 2 ne sauroit ^tre une racine [lo.i]: 
mais subslituant — 7 7 on trouye o^ donc — 7 est racioe 
du polynome propose' [10« 1]. 

Cette methode deriye immediatement des proposi^ 
lions I et n de ce liy. X. 

V. x^+ax+b={^x+'j a+ y/ (l a*— i)) {x+ ja- 

Scholies i. Selon les suppositions du liy. Ytll^ toute 
racine carree est une expression ambigue; car y/gp 
par exemplc; doit designer 5; aussibien que'5: mais 
on est dans Tusage de ne prendre ces expressions que 
dans le sens positif. 

2. Lorsque deux expressions ne diffi^rent entre 
elles que par les signes + et — dont elles sont afTec- 
teeS; on les reduit ordinairement k une seule, moyen<^ 
tiantle signe ±. Au lieu de dire^ par exemple^ que 
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» • • 

les racines de x^ + ax^ b sonfc -^|fl4-y/(|a* — b)^ 
et — ja — >/(ia* — s6), oa dira simplement qu'elleft 
sont—{a±y/{^a^ — b). 

3. Dis que Fon supposefa' — b nombre n^gatif^^ 
rexpressioQ \/ {\a* — b) devient absurde [8. sup. 5. co« 
rol. ] ', cependant les geom^es -modernes y Iorsqu'ils 
rencontrent de semblables expressions, ne laissent pas 
que de continuer le calcul^ et rexperience leur a prour^ 
-que l€s ciilculs de eette espeee ii'en sent pas moins ^^jt, 
pouryu que Fon obserye certain^s precautions. La pre- 
mi^re consiste a faire toujours (y/ — ^) {\/ — ^) =^ 
•m-yymn; d'autreSy a assujettir rixiterprdtation de ces 
expressiohs mk^aplioriques des modemes calculs^ aux. 
conditions des probl^mes et a la droite raison. 

4- ^^ eKpressions absurdeS; et autres pareilles^ 
•ienrent toujiQfirs li indiquer rincompatibilite des coa- 
ditions quiy donnent lieu. Quand on demande^ par 
exemple^ les^ racines de a:* — 6a:4- n^ la repons» 
5iv/ — a,d'apres la proposition prdcedente, ne veut 
dire autre cbose sinon que le trinome x* — 6j:+ i i n*est 
point snsceptible de racines \ ce que Von indique aussi 
en disant que les racines 5 + ^/ — ^ en sont imaginaires. 

AVERTISSEMENT. 

Dans une m^me expression, si + siguiJSe + > + si- 
{nifiera + 5 et si + signiiie — , + signifiera-— * J*eii 
dis antant de -f et + j de +' et +' , et de +* et ip\ 
XI est bon d'observer que + et +' de'signent le con-. 
traire de ip et de 4I' ; wais les significations de + et 
ie ip sont ind^pendantes de celles de +' et +'^ }e di^ 
la m^me chose 4e ±' et 4:' a T^gard de + et If, 
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PROPOSITIONS. 

VI. Les racipes dp x^-f bx+ ^ spnt ^ (— ic + 
y(ic'+^4«)) j_ ^* 



^t Zli±Vz:5 ^ (_i c± y/ (i c«+^ 4»)) — 

' i« . 

-'+ >/-^ ^(_Zcj-^(ic-+^y)) 

neS;( malgr^ rambiguit^ des signes^ ne sont qne tnMS| 

- b 

CAr -y^ ; 2_- r :- I^Unt 6ffl ^ 

v/(-7C±v/(ic«+^A3)) 

r 

— v/(— rrc^v/ (^c*+^b*)) [ce que Ton peatT^rir 
fier en muUipHant le qaotient p$x le dmsear-], on « 
» i« 



V(— ic±>/ac«+iVi')) . 

/(-4<;±>/(i<^+^A')) 

i=V(-r<:±/(^<^*+^*')) ^/(-TC+v^^iC 
p^JL(3^^^ qul n'admet qu'une seule val^nr. 

Corpl, Op ppurra dpnc ddsjgner encpr^ les racines 
de x^-^-hx-^-c par / (_ 4c4- v/ (t^^ + t?*')) + 
^(-4c-v/(ic>+^^')), et =i±->/z:^ >/(--f c+ 

• (i^*+r7*')) + ~'V~^ >^ (--TC^v/ (i^*+ 

^&^));caridivis^par ~ ""^ donne ^^ ^ 

'ce dont on peut se convaincre en multipUant le qao- 
fient par le diyisenr. 
ficholies I. Ces demiires expressions font yoir tjruf 



-^hx+c n*a,qa'ane racine, tanl qaa c etyZ-^^^c^ 
P) De sont pas imaginaires^ et qae lem^me trinoibe 
fc» aura trois, d^s qae c reel rendra y/{^ c*-4-^ h^) ima-. 
;i.iiaire ; car redaisant en sdries les radicaux cobiqaoa 
. 6] , et effectaant les operations indiqa^es^ on obsep- 
^erat qae l'opposiiion des signes aneantittous les termes 
^fifeetes d^expressions imaginaires. 

a. Soit i=o et c= — rn^. Les racines de x^' — m^s^ 

»ont m, et > "^ m [lo. 6], Supposant 4o^c i 

t:=m , ou :r = =-^ m , on aura x^ — m*=o, et 

^z=;:m^, De la yient qa'on est dans rusage de dire qu^ 
tout nombre a trois racines cubiques^ ranereelle et 
les autres imaginaires, 

VH. Trouvcr les racines deo^^+fl^^+^^+c- 

A la place de x mettez z-^^a, et yoos,aarez z^-h 
(i — ia**)z-+- ~ a* — jah-^-c. Cfajerchez lea racines de c^ 
polynomey en prenant z pour nombre principal^ et rer 
trancbez ja Ae chacune de ses racines; les restesEPerpx^ 
celles de ar^+ax^+^jT+c, 

YIII. Trourer les racines de x^+ax^-^i-bx^+cx+d. 

Ddsignant par r le nombre qni satlsfait k Feqaatio^ 
r»_i*/-« + (iflc— rf)r— I ((a»— 4i) rf+c»)=o, 
jedis qne les racines du polynome propas<^ seront — \^ 
±Tv/ (»'•+?«•— *)±V(a«+T>/(2r+i«« — A)).' 
—r±y/{r* — d)); cardesignant cetle expression par 

«,onaara«+iaq:iv/(3'-+?«*— *) = ±V ((?«+ 
i\/(a'-+i«*^*))'— '•±v/('-*— '^))} *'+ (i«+\/ (ar 
+ia»— &))i+(iaq:V(2r+ia' — *))»=(^a+f 

v/ (»'•+?«' — ft))*--r±^/(r»--<i)j*'+(ia+v/(2r 
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^(ar+itf* — *) ±s/{r*—d)', (z» + iaz+^)« = z*+ 
4ir^4- (itf*+ar) z^+arz + r^^ {^r+^ a* — ^)z*+ai 
.\/;((ar+ifl» — ^) (r>— rf))4-r* — d; z^ + az^+an 
j3s:^Az»4.axv/ ((2r+ffl»—i) (r»— £/))—<£; maisr' 

^i.fer»4.^^tfc~££)r— 1((«'— 4*) ^+0 = 0^ donc 
8r^_4^r»4- (aac— 8^) r— «* </+4W— c*=o; Sr*- 
4*r»^8A-— a» £/+4W=— aacr-hc*^ 8^^+ («*— 4*) 
r' — 9^r — £;t» d+^bd=a* r* — 2flcr+c*=(ar — c)*: 
inais Sr^-f ( a»— 4^) r*—Sdr — a* d+^hd=i 4 (2r+; 
«»— 5) {r*—d)i donc ii^r+^a*—b) (r*— J) = 
(ar — c)»; 2^4-flz'+flrz= — i^2'4-(flr — c) z — d; z*+ 
«z*^'-^^^*— cz — d; z^+az^+bz*+cz+d=o; donc 
«est racine de j:*+fla^+^x»+car+£/ [lo. i]. 

IX. Si deax polynomes ne diflerent qn^en ee qne les 
coefficienls de leurs termes parirs sont aflfectds de signes 
contraires^entre enx^ je dis qne les racines ^e rnn se- 
ront ^gales et contraires ^ celles de rantre. On entend 
par temi\3S )G^tr5^ ]e»secipnd5, )es qnatriemes, sixiemeS| 
4itiiti^es7 etc. 

Soient x^+ax^+bx*+cx+dy x^ — «jc* + to* — cx 
•+^ les-poljnomes. Destgnant pftr ot nne racine qnelr 
eonqtie dtt premier^ on anra a^+fla'+^«*+cac-+<f=o 
'{lo. I ]. S^bstitnant — a k la place de x dans Iesecond| 
t>n aura d^+ao^+bd^+ca+d: mais celte somme est 
=0 l^d^m.] j donc — a racine du second [lo. i ]* 

Soit x^+ax^+bx^+cx*+dx+e le premier, ar^--r 
fix^+bx^ — cx^ + dx — e le second, et axacine du pror 
mier. On aura a^+afa*+^a'+ca*+£ia+e=o [ lo. i ], 
fCt — a? — aa^ — ba^ — ca» — da — c=o : mais en subsr 
f^iud&t — a k la place de x dans le second^ on |t 
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anssi — a^ — atJ^ — hd^ — ca' — drx, — ^ e = o [ dem. ] ; 
doDC — a racine dn second [10. i]. 

X. Le polynome dont tous les termes sont posilifii 
ne sauroit ayoir des racines positiyes. 

De^ignons par j:4 + {a — a) ar^+(i&— ^ia) a:'+(c — hq^ 
X — ca[={x — a) (wC^+flyC^+^ar+c)] nn polynome 
dont la racine a est positiye. 

Pour que les ternics {a — a)jc^,{h — aa) a:', (c — ha) x, 
solent positifs^ il faut que a^ h, c , ne soient point ne- 
gati£s : mais — ca ne sauroit ^tre posilif sans que c so^t 
negatif ; donc^ pour que tous les termes du polynome 
propose fussent positifs , il faudroit snpposer c n^gati^ 
et non n^atif; ce qui est absnrde^ donc, ou la racine a 
ii*est point positiye, ou tous les terme§ du polynome 
propose ne sauroiebt i^tre positifs. 

. XI. Un polynqme quelconque etant propos^, si apr^s 
ayoir multiplie clxacun de ses tei^mes par Texposant de 
la puissance k laquelle le nombre principal y est eleyd^ 
oa diyise chacun des prodnits par le nombre principal ; 
si apres ayoir multiplie cfaacun des termes du •resultat^ 
par Texposant de la puissance a laquelle le nombre 
principal y est eleye ^ on diyise les prbduits par le 
double du nombre principal^ si Ton repele une sembla- 
hle multiplication sar .cbacun des termes du nouyean 
resaltat , en diyisani les produits par le triple du 
&onibre principal; ainsi de suile; jusqu^a ce que Fon 
jMiryienne a un binome : je dis que la plus fprte racine 
positiye du polynome propos^ ne sauroit ^tre plus 
grande que le nombre positif ^ qui etant substitue a la 
place dunombre principal^ donnera des yaleurs positi- 
yes ^ non seulement au polynome propose ^ mais k tons 
iceux qui en resulteront d^apres cet dnonce. 
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Soit^ par exemple^ le polynome 

x^ — 2x* — loar^+Sox^+^Sx — lao. 

On aara^ en se conformant k la sapposition, le polyooa» 

5j:^— ar* — Sox* +6ox— 65 j 

lequel donne, saivant toujonrs la mtoe snppositioii) 

lox' — lax* — Sox-fSoj 
d'ou Ton tire 

lor* — 6x — lo; 
d'oh enfin 

Sx — a: 

et on obserrera qne le nombre 2 , sabstitud k k plafll, 

de X dans ces poljnomes , les rend tons positifi»; et 

qu*en efTet la plus grande racine da poljnome propori 

est plus petite qne a. 

Soit le polynome proposd 

x^+ax^-^-bx^+cx+dzzzzG. 

Faisant x=iz+e, on aura z*+ {4^+-a) z*"+(6«'+ 
^ae-hb) z*+ (4e*+3a«»+2*«+c) z+e*+a^+*^+J« 
ce+d=F. 

Posons e*+ ac^+ 5e*+ce+ rf=H, elz+ e=ar, rsciBl 
de G : il yiendra G=o [10. 1] , et F=o ; donc z radna 
de F [i o. i]. Or^ pour que le nombre e rende positift tool 
les coefBcients 4«+ a; 6e*+ 3a«+ 5; 4^+ 3ae*+aie+^ \ 
et H^ il faut que z soit negatif [10. 10] ; donc^ puisqoO 
xzzizz+e, si X est positif , et z negatif , il fandra qoe 
soit > X : mais H ne diff<6re de G qu*en ce qne e 8*7 
trouve k la place de ar, et les coefficients de z^, z*, z, 
d^rivent du polynome G, soiyant renonc^ de la pro* 
position^ donc le nombre que Ton aura trouTd de It 
mani^re prescrite dans ledit enonc^, sera plas grani 
qa'aucune des racines positiyes du polynome proposd^ 
poarya qa'il en ait de positiyes. 



CoroL Si lepolynome propose a Aeu% racines ^gales, 
Yane d'entre elles appartiendra egalement an polynome 
que Ton trouyera en multipliant chaqne terme du poly- 
nome propose par rexposant de la puissance h' laquelle 
le nombre principal y est eleve; et en 1e diyisant par 
le nombre principal multiplie par Texposant de la puis- 
sance a laquelle ce m^me nombre est eleye dans le pre- 
mier terrae. 

Supposons, par exemplc; qu'il y ait des racines ega- 

lesdans le polynome x^—5x^ — 6jr' + 28x — 24* j^ ^^* 

qne Fane de ces racines appartiendra egalement au po- 

, Ax^ 5X5x2 2X6jr' . iX^Sx oX^i^'' 
Jy nome ^ y • ^ h 



^ ^x i^x i^x 4^ 

.= j:^ — \x* — 5^ + 7. 

'Car si Ton designe par e en particulier Tune des ra* 
jcines^ que x represente en general, le nombre z-=x — 
fi sera T^xces de Tune quelconque de ces racines sur la 
racine e; et si le polynome G a deuiL racines e'gdles, de- 
signees par e^ le polynome F doit ayoir le factenr 
^j^^o) {z — o): mais ce facteur ne donne que z'^ et 

■ 

pfu* consequent le dernier et rayant-dernier terme du 

polynome F doiyent s'aneantir; d'apr^s la ddfinition II 

4e celiy. X; donc 

e^ +fla' -^he* +cc4-rf=o, 

i^e^ +5ae^+2ae'^ce=o, 

. . 5ae^ . ahe . c 
et e^+—. — \ — ^ + -T-=o. 

4 4 4 

Substitnant donc :r k la place de e, c'est-k-dire^ desi- 

gnant par x Fune des racines dgales du polynome G^ on 

^ , . 5ax^ . 2hx . c 

iaiiraG=:0;et ^+-7— + -7- +"T=^' 
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Soit oc^ — 3ar* — !ia:4' 1 6=± G le polynome dont on de* 
mande la racine. On ^rira j soiyant tonjeur» le m^Bie 
procedd; 

(( X — 3) X — a);r+i6> 
(3j; — 6) X — a^ 
Zx — 3. 
Le plus petit nombre entier et positif qui rend tmites 
oes expressions positives^ est 3; donc 21 sera le pe- 
mier cbiffre de la plus grande racine positiye de Gy 
pou;*yn qu'il en.ait de posiliyes. Supposant donc cette 
racine =x=z+2^ on se seryira de G, comme plns 
bauty pour trouyer le cbiffre immediat, ou le premier 
ddcimal de la racine. Ecriyant donc 

(( z+3)z— 2)^+85 
(3z+6)z— aj 
on trouye le premier d^cimal=o,a; et sappoiant ara= 
z+2,2 pour trouyer le second^ on a 

z3+3,6z*— o,68z+7;7a8; 
d'oii 

(( z+3,6)z-^o,68)z+7,7a8j 
(3z+7,2)z— 0,68^ 

ce qui donne ce second cbiffre=o,o8; et snpposnit 
:r=z+a;a8 on proc^deroit k la rechercbe du decimal 
immddiat : mais ce seroit ici en pure perte; car le poljr- 
Dome G n'a point de racines positiyes. Aussi dans 
r^enoncd de la proposition XI ; on n'dyaince point qne 
tous les polynomes ont des racines positiyes; on affirine 
seulement que^ par exemple, Gnesauroit ayoiraueuBe 
racine positiyc > 5 , . ni = ^ 3 ; = a ou < a ; = ii,a ou 
<2^2^ =2;a8 ou < 2;28, ainsi de suite; et tout cela 
est yrai rigoureusement parlant. D*aillears^ oa atiroit 
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ypx se d^tromper des rinyestigatioii da premier de- 

cimal^ car Fequation z^+3z* — 2z+8=0; donne «=: 

g 

-^ — = ; eqaation absarde^ lotsque js< i. 

QaeTon cherclie donc la racine ndgative^ et on la 
trouyera de saite=: — 2 j et divisant alors x^ — Sx' — 
ixH* i6par x+2, il viendra x* — 5a;+8, qui a les deux 
racines impossibles , ^i + lv/ — 7i ^'®*^ ^ — ^•'^' — ^^ 
+ i6=(x+2)(j;— 2j+4v/— 7)(^— 27— 1>/— 7)- 

Scholie, D^signant par r+z la racine d'un polynome 
^elconque A + Bx+Ca:'+Dx^+etc. , et substituant 
r+z aa lieu de x, on aura A+Br+Cr*+Dr'+ etc. + 
(B + 2Cr+3Dr*+etc. ) z+etc. = o. Soit r le nombre 
exprim^par les deux premiers cbiffres de la racine, et 
conyenonS; parcela m^me, de negliger toute poissance 
de z aa-dessus de la premi^re : on aura 

— A— Br— Cr» — Dr^— etc. ^ . ^ 

"= B+.Cr+5Dr-+etc > "* ^^' cons^qnent 

*='• B+aCr+5Dr-+etc. > ^"^*" approdiee de 

X, et dont tous les cbiffres seront exacts, tant que leur 
nombre n^exc^dera pas le double de ceux qui suiyent 
le premier de la partie r, Par eiemple , ayant troaye , 
soiyant toujours la m^me m^tbode, la partie 7,4 de 
la racine de x^ — px^+iSx' — 27X+9; et x = r — 

^((^p)r+i5)r-27)r+9 ^^ ^^ substituant 

((4r— 27)r+3o)r — 27 ' ' 

7,4 aa liea de r, x—'],^ — ~^^'^^ = 7,45 etc. : 

!•= 7,45 donnera de m^me x = 7,45i4 etc. ; r = 
7,45i4; donnera ;p=7;45i49836 etc^ ainsi de suite. 
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Moyeimant cette methode^ dont FeiLactitude est con^i 
firmee par rex.pdrience ^ on peat decouyrir anssi rim^ 
possibilile des racines. Par exemple^ apres ayoir trouve 
le nombre 2^2 partie supposee de la racine du poljno- 
me x^ — 5x* — 2x+i6; on ecrira a^s an liea de r dans 
_ 16— gr— 5r*+r^ _ ((r— 5)r — a)r4-i6 
^—'"~ _a_6r+5r» "~''~ (5r— 6)r— -a ' 

et on aura j:=2,2+2lL_ yaleur incompatible afec 

0,00 

les operations m^me qui ont donnd j: £1^2,2 etc.; 

car on en deduira facilement que ce qui manque k 2p 

pour egaler x doit ^tre <o,i. 

Xlir. Chercber un nombre x qui rende ax^+3x^+ 

cx' + dj: + c = o. 

Le nombre x qui satisfera k requation of^H — x^-\ — ' 

d e 
a:*H — orH — =0 sera le nombre demand^. 
a a 

Autre solution.Tosani x= — > 6n aura z^+hz^-^acz* 

a 

+a' Jz+a' e=o, et la valeur de z que Ton trouTcra 

suivant la mdthode precedcate , donnera celle de ^ 



H} 



XIV. Chercher la plas petite racine positive d*ua 
polynome propos^. 

Soil x^ — 7:1:' + 73: + 1 5 le polynome : sapposons-I^ 

2=0, et substituons — au lieu de x-, il yiendra— r % 






1 3 

+ — +i5=i=0; et par consdquent i — -/jz+^jz^+iS^ 

=0: mais z=6,555 ctc. [=|]est le plus gtafid ncoabr^ 



LIYRE X. l45 

jni rend i5z'+72* — 734.1=05 doncS = — = x 1 
sera le plus petit nombre positif qui rend x^ — 'jx^+^jx 

+ 1 5 = o : car la yalenr de a:= — deTiendra d'autant 

z 

pluspetite que celle de z sera plus grande. £n effet^ lefl 
racines de x^ — 70;' + 7^:+ i5 sont 5 , 3 et — 1. 

XV. Chercher les racines egales. 

Supposant. qu'il y en ail dans le polynome proposd 
x^ — 5x' — 10x4-77 designons par x Tune de ces racines 

^gales : on aura x^ — 5x" — ioa;+7=o, ei x* — — 

x ^-=:o [10. II. corol.], c'est-^-dire , 3ar" — iojp 

— 10=0, et par conse'quent x (5ar* — lox — 10) — 5 
{3? — 5x* — ioa:+7)=^o, c'est-a-dire, Sx^ + iox—m 
= 0; donc 3 (5jj^'+2ox — 21) — 5 (3:i:*-^iox— 10) 

= 0, ou iioj; — i3 = 0; et par consequent j: = - — f 

i5 

donc X =: —^ devroit ^tre non-seulemen l une des raciues 
1 10 

^gales du polynome propose , mais aussi de Tune quel* 

conque des equations 3x* — ioj: — 10=0, et 5x*+ 

aox — Qi = o. Or, — ^, ecrit au lieu de x, ne renJ 

110 

pas 3x* — %ox — 10=0 ; donc le polynome propose ne 

(duroit ayoir des racines egales. 

Soit x' — x"^ — 8x+i2le polynome propose: on aura. 

3? — x' — 8j7+i2=o, et 5x* — 2x — 8=0; donc x 

(Sx»— 2x— -8)— 3 {x^—x*—Sx+i'2}=o;x*+i6x— 

36=0; d'oii 3 (x»+i6a:— 36) — (3a,» — 2x— 8) = o; 

Sftr— -100=0^ et x = 2. Mais x=a rend 5x* — ax-— 



l46 PRINCIPES MATH^tfATIQUES, 

8=oj donc 2 est une des racines egales dex* — ax*— 
8x+i2. Or, ce polynome dirisepar {x — u) {x — 2)= 
x* — 4^+4 ; donne x+5', donc a, 2 et — ^^3 sont les ra- 
oines de x^ — x* — 8x4-12. 

Soit x^ — 5x^ — 6a:"+28j; — 24 le polynome. Onanra 
d'abordx (^x^—px*— 12x4-28)— 4 (j:*—5x*—&:» 
4-28X — 24)=i=o^ d'oii 3x^4- I2X* — 84x4-96=0; et 
x^4-4x* — 28x4-52= o; et par consequent 4 (^+4^ 
. — 28x4-52)^ — (4x^ — gx* — i2x4-28) = o; 25j:*— 
100x4-100=0; et x' — 4^4-4==o* ^ 9LUTSL ensaite 
(x'4-4^' — 28x4-52) — x(x* — 4x+4)=o, et 8x»— 
32x4-52 = 0, c'est-Si-dire, une seconde fois x* — 4^4 
4 = Oy et on ne sanroit paryenir a un binome comme 
celui de rexemple precedent: mais les racines de a:*-^ 
4x-f4 so^^ 2 et 2; donc 2, 2, 2, sont les racines da 
polynome propose. Or ^ ce polynome diyise par (x— 2) 
(x — 2) (x — 2) = x^ — 6x*4-i2x — 8, donne x43; 
donc 2, 2, 2, — 5, en seront les racines. 

Soit X* — iox^-f57X* — 60x4- 56 le polynome. On 
aura x (4^:^^ — 5ox'4-74^ — 60) — 4(^ — lox^+Sjx*' 
— 6ox-)-56) = o; X (2x^ — iSx^-l-^^x — 5o)— 2 (x*— 
iox^4-57X* — 6ox4-56) = o; 5x* — 57X*4-90x — 7^ 
= 0; 2 (5x' — 57X*4-9ox — 72) — 5 (^x^ — i5x*4* 
37X — 3o) = o, etx* — 5x4-6=o. Or, 2x (x'— 5^ 
4-6) — (^x* — i5x*4-37X — 3o)=o, donne5x» — 25^ 
4-3o=o, et par cons^quent une seconde fois x* — 5^ 
4-6 = 0, dont les racines sont 2 et 3; donc celles i^ 
polynome propos^ seront 2, 2, 5, 5. 

Soitx^ — i^x^-f^^x' — i7ix'-|-2i6x — 108 le pol^'" 
nome. On trouyera, suiyant le m^me procdd^, x*-^^ 
8x*-t-2ix — 18 = 0, et ou ne sauroit alier plos loiii.> 
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ionc toates les racines de cette dquation ne sont pas 
inegales ^ car si elles T^toient; le polynome propose ea 
auroit trois paires d'egales^ ce qui seroit absurde^ puis- 
qu'il ne peut avoir que cinq racines [dgales ou in^gales] 
[ lo. def. 2]. £n effet^ la methode pr^cedente donne 3 
et 3 pour les racines egales de x^ — 80? 4*21^ — 18: 
mais li Faide de ces deux-ci , on trouye la troisieme 2 ; 
donc 3; 3; 3^ 2y 2; sont les racines du polynome pro« 
pos^. 

CoroL Gette m^tkode offre un moyen de recon- 
noitre s'il y a des racines comoyunes entre deax po-^ 
lynomes proposds , et par consequent de simplifier 
les fraclionS; Iorsqu'eIIes en sont susceptibles. Soit^ 

- x^ — ax* — Qa^x + 6a' - ^ 

P" *"'°P^«' x*-5axB-8a'x'+.8a3x-8a4 ^* f"*^" 

tion proposee : supposant le numerateur s= o ^ et le 
denominateur = o , on aura x^ — "^ax^ — 6a^x^ + 
i8a'x — 8a* — X {x^ — ax"^ — %a*x +6a^)= — 2flar'-H 
\%a^x — 8a*=:o; ce qui donne — ar^4"6a*a: — 4^^ = 0; 
x3— ax» — 8a*x+6a'+ ( — a:?+6a»j7— 4a*) = -ax* 
— 2a'j;4-2a^=oj x^-^iax — 2a*=6^ — a;'+6a'x — 
4a^+x (a:*+2aj: — 2a») =2ax»+4«'J^ — 4^^ = Oj et 
par consequent une seconde fois ar*+2aa:— 2a*=o; 
ce qui prouve que les racines de x^ + 2ax — 2a*i 
sont communes au num^rateur et au denominateur. 
BiTisant donc Tun et Tautre par x*+2aj: — 2a', on 

troiiTera 

^ — ax^ — 8ar — 6a^ x — 5a 

a^— 3ax^ — 8a*a'»+ i8a*a:— 8a^ ~ x' — 5aa:+4a** 
2. Cest encore par ce moyen qu'on dlimine les in- 

eounaes. Les exemples suivants font roir ce que ront 

catend par elimination d'inconnues< 
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TrouTer tiois noiubres x, i,jr, qui JonneTit 

onatira)o(ajr+s — Gy) — (aoj: — 5i — 4r)— 'o 
37, c'e9t-Ji-dire, i3s — 56=55 ;23;+z — 67-+a( 
fij+ioj^j^e+aXS;, ou 1 i3+i4_j = lao; i3( 
i4r)— 'iU5s— 56r)=i5Xi2o— .1X35; c 

dire, 79^=i.97,ouj=:i^ = -. 

Faisantj- = ^ dana r^qoaiion iii+i^/— n 



trouTera i iz+ai = lao, et par consequenl z=\ 
substitnant les valeun iez,y, dans Vequation aa: 
6r=6, 00 trouTera z = 5. Voicl le lableaa de ci 
lalions : 

„+ !- •c.r= 6 

noi- 5-— ij= a, 
—1+ 5=+ iqr= 57 




2or— 


OJ- 6qr = 

3>- ',J= 


60 

^7 a 







5z- 56,.= 


33 1 




31 + 


^- 6,-= 


6 ^ 













"+ 'ir= 


tao 




iiX 

i5X 


5; — 6i6r = 

iz+.8a7-= 


?< 



On demande deux nombics x , ~, qui rendent 

c'a — 5z=o, et 3:'+3rz — a"+5=o. On aura j: 
K — i' + 5) — (x*. — x^a. — 5i)i=a^*' — («' — ; 



J 
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= (3z* — 5)x — 2z'4-3z=o; (3z* — 3) (x' + xz — z* 

+ 5)— x((3z» — 3)r— 2z5+3z) = (5z3— 6z)jr— (3z* 
— 3)(z*— 3) = o ; <5z»— 3 ) ((5z'— 65) x — (3z*— 3 ) (z»— 
3))_ (^Sz^—ez) ((3z»— 3)x— 23^ + 3z) = (5z5— .6z) 
(az^— 3-8)— (3z' — 3)'.(z*--3) = z«+i8z^— 45z* + 

2J=:0. 



r» 
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PROBLEMES. 

I. v^u ATRE associ^s ont contriba^ k former la somme 
de 660 louis^ la part du premier est le double de celle 
du second; la part du second est ^gale k celle du troi- 
sieme^ plus 5 louis ; ct la part du troisieme est la moili^ 
de celle du quatricme. On demande la part de chacan? 

Designant par u la part du premier^ et par x, z,yy 
celles des autrcs^ on aura m+^4''Z+J^=66oj tt=ajrj 
ar=x4-3; et z=.\y, Substituant ^j* ^ la place de % 
dans la troisi^me dqualion ^ il yient j;=|-^+5; subs- 
titnant cette yaleur de x dans la seconde^ on trouye 
«=^-+6. Ces valeurs de w, jt, z, substituees dans la 
premierc^ donnentj-4-6-f7j-4'3+7^+j*=66o j 07*+ 
9=660 j j*+5=22o; d'ouj^ = 2i75 z= 108,55 ^= 
111,5; u=225. 

Autre solution, Si Fon de's]gne par u la part du pre- 
mier, celles des autres seront^ \u — Sjw^et u — 65 et 
6n aura de suite 

''+iw+rM— 3+M— 6=66o=5tt— 9; et tt=2Q3, 

II. Un perc cst ^ge de 35 ans , et le fils de i^: on de- 
mande repoque oii T^ge du premier sera le double de 
celui de Tautre ? 
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Soit X le nombre cfannees qui manquent : on aura 
55H-x=2(i4+j?)=28+2J7, eta:=7. Eneffet^ 7 axis 
«pr^s^ le p^re doit avoir 4^ ans^ et le fils 21. 

III. Un p^re etant dge de 55 ans^ et le fils de i4/ on 
demande T^poque oii le pere sera quatre fois plus dgd 
que le fils ? 

Soit X le nombre d'ann^es qni manquent : on anr^ 
35+x=4(i4+J^) = 56+4j^, eta:= — 7. L'expression 
negative — 7, mai:qae qu'il falloit demander le nombre 
X comme deja passe y au lieu de le chercber dans 
rayenir. 

IV. On a acbete trois objets k differents prix. Lepre- 
xnier prix , plus la moitie du second et du troisieme^ font 
39 francs^ le second^ plus le tiers des deux autres^ font 
42 'y le troisieme^ plus la moitie des deux autres^ font45: 
on demande les trois prix? 

En les designant par x y z^yy on aura J:+7(^+jr) = 
39> ^ + i(^+J-)=42;j- + T(^+^) = 45jd'oii Toa 
cWduil 2a?+;c+^=78; 5z+a;+j^=i26j 2^+ar+x= 
.90. Operant comme on le voit ici ^ 

ax+ >2J+ jr= 78 

. a;+5-z+ j*=.i26 
ar+ z+ 2jr= 90 



o52 + jr=2Xi26 — 78=174 
z + 3j-=2X 90 — 78=^102 
o +147^=5x^02 — 174=556 

on trouvera j*=24j z+5X24=ioJi; ouz=5o;x+ 
30 + 2X24=90, oua:= 12. 

V. Trois canqnniers ont lire' trois differents nombres 
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de coQps Ae canon. Le prennipr et le s«*coikI en ont iiti 
30 de plus que le truisietDe; le secondet )e troisieine, 
Sa de pliift que le preniier; I<* preniier et le Iroisieme^ 
26 de plns qiie le second. On demande les trois nombres. 
8oil X le preniier, et z, jr^ l«*s deni antres: on aura 
x4-«=j*+'-iO; z-f^=x+ 5a; x+/*=* + a8. Eten 
opdrant conime il snit : 

X + Z—jr=M 

— a:+ z+^=5a 
X — z+j^=a8 



o !i2 o=uo4-5a=5a 

Z =!l6 

O O Oijr=^*2 + ii8=6o 
UJT O 0= 'JO + ^-i^^^S 

on trouTf ra x=24. 

VI. Vn corps d*armee compos^ de qnatre diffi^rentes 
nationSy a perdu uu certain nombre d^hommec La pre- 
miere en a pertlu G'io moinsque les trois antres; la se- 
conde» 4^ moins que les troisautres; et la quatrieme, 
5oo moins que les trois autres. On demande la perle de 
chaque nation? 

DiSsignant par P^ IT^ I^ A , les pertes, on aora 

A+ I +11— 6qo=P 
A+ r +P— 4Go=H 
A + H + P — 58o=I 
I +H + P — 5oo=A 
^*o\k Ton tire les eqnations suiyantes : 
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A + I +H— P —620 

A + I— H+ P —460 

A— I+H+ P — 58o 

— A+ I + H+ P =5oo 


21A+2I 
— aA+al 


— 1 080 
120 


41 
I 


— 1 200 
= 3oo 


4A 
A 


— 960 
=240 





aH — aP—i 60 
2H+2P— 880 




4H — 1040 
H 0— 260 




4P — ^ao 

P= j8o 



53 



VII. Qaatre nombres «onl en proportion arithmAU 
^ue, c*est-a*direy qiie Texc^s clu prrmier sur le socoiid , 
Qttegal a Fexces da troisieme sar ie qnatrieine, et oq 
soppose, en oatre, que le premier multiplie par le se- 
<fioiidest=: lO; qae le second mulliplie pnrle iroisicme 

^18; et que le troisieme par.le quatrieme =54* On 

demande les quatre nombres? 

Soit u le premier^ et x> z^y^ les trois aatres. On aura 
itx=i05 ocz=\^y zj-=!}^; u — a:=z — jr ^ et parcon- 
_io __»^_i8tt_9w _54_54X5 
^ m' X 10 5 '^ z ^u 

6X5 5o 10 QM 5o . j .. , 

= =— ; tt =:^: . La demiere equa- 

u u u 5 u 



tZ/X, 



^isn. fiiiinfiffi 



Lk: 



(' «MltlHlU 



M 



r*T 



T- 



13;. 



^ — —T «* JW 
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54X5^3o ^^ 



.4 



|t 



C* ^ 



J« 






^satrKse= *y ct Ir 



j-=— ,et« =-^ z 



par k 

:X5_ 



imn 



9» 



fl^ 



r— ^ "f^ 

r= ylt 

9" * 






ie et qoe Ton dmande. 

CoroL Lonqoe qoatie iiomiires MBt cb ftofQvA* 
«ritfamMqoe, bi iomnie des cxtiteescA ^gde^cdk 
dci moTeos* 

IX* a etaot la somme de qoatre nomlires co ftvf^ 
tion «rithmetiqoe continue, et & ccUe de lcnts cantSy 
on demandc les qaatre nombres. 

En dcsignaot ces nombrcs par u,x, x,jr, oo aiiit 
« + Jtr+J^+^=tf; «•+x»+j^-fis'=*, et o— x=:* 
— z= z — jr. L'^oation x — z=.z — jr, donnc/ =s 
^z — x/ u — X = X — z donne z = ar — w, el ptf 
conM;qucnt^i = i/ + r+ (20: — m) + (2(iiar — n) — x) 
ct ^ = tt*4- ar* + (aa; — w)* + (2 (ar — u) — x)*, 
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»«4-6j:=a; et6w* — i6ux+iHx*=b. filiminant u. 



lura 
b — d 



4oj;* — 2oax — 3a*4-2^ = o; d*ou x-^-j ( a +> 
-J. Les ^qiiations 0= — 2w+6x; z=2x— -m, 



5 

*xz — jr/donneront les valeurs de w, z, j*. 
oit, par exenipley a=i4,et^ = 54! on aura j:=| 

+ ^ii^Zl!2^^=:=i(i4+2)=5i4:^Po«^^ 

=4^ on aura u [=3j: — ^fl] = 5; z=3, etj^=2; 
intx=37 — i=5> ori aura «=2, z = 4> etj*=5. 
%tre solution, Designant par x+oz, x+z, x — z, et 
3-z les nombres demandes, on aura a=i^Xy et ^ = 
\-6xz+gz^) 4. (a»+2xz4.z*) +(x* — 2az+2*) + 
— 6x>z+9z*)=4x*+2oz*: a=4j; donne x=^a,i 

I 4^ — a* A 1. i. 

a*+aox*,eti5= + Jy/ -^ — = . Appliquantcesfor- 

es k Texemple cl-dessuSy on trouvera x=5x; -2= 
,ei3i+^5 3r±^/5j+i; 3^+^; seront les nom- 
{ demand^s. 

u La somme a de trois nombres en proportion conT 
le^ et la somme b de leurs carres etant donndes^ 
lyer les trois nombres. 

oit X le premier^ et z le seeond; on acua x+z+jz^- 
=a, et x* + z»+x4a:^* = i; ou x^+xz-^^ax+z^^ 
i^ctjc^+a;'^» — ^j;»+z4— o: eliminant j; suiyantce 
a dt^ ditprop. IX^Iiy. X, on parviendrak une equa- 
qui donnera la valeur de z ^ et par le moyen de Tequa- 
x*+xz\ — aj:+z»=t), on aura la valeur de x. 

futre solution. x+z+-2'x^"=a , donne x+z^x^*^ 
: — Z) (r+z»a:-')»=(a — z)» j r»+2Je*+2*x-*=a» 
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a* — b 

coDseqaent z = . 

* 2a 

XI. Si au lieu de trois nombres il s'agissoit de qaa- 
tre, aux ra^mes conditions de la qnestion precedente; 

on auroit x4'-z+J^~'2*+x~*z* = a, ela:*4-'8*4-JJ""*'8* 
•■\'X—^z**=.h-y d*ou Fon pourra tirer uneequation pourla 
Taleur de z, et alors x^-{-(z — a) x*+xz*+z'=o dott- 
nera celle de a, 

Mais cette solution seroit penible : le moyen d'en 
obtenir une plus simple , ce sera d*introduire dans 
le calcul quelque nouvelle inconnue qiii ait moias de 
Taleurs que z ; car Tdquation qui fournira la valeur 
de cette inconnue , sera necessairement moins eleyee 
que celle qui auroit donne la yaleur de z. 

£n effet , le premier terme de ia proportioii dont il 
8'agit, peut prendre la place du quatri^^me, et le qoa- 
trieme la place du premier^ d*ou il s'ensuit que le se- 
cond peul deyenir le troisieme , etle Iroisi^me le second. 
Ainsi landis que pour satisfaire k cette circonstance,on 
doit aybir deui yaleurs pour z, la 66mme du secfond et 
du troisierae terme demeurera toujours la m^me. ' Siip- 
posons donc z+x"~*z*=5: ori aura x+x~*z^=:a — s; 
donc ar=z*(5 — z)~"*, et par consdquent z* ( 5 — 
z)-'4-z-' {s — zY=a — Sj et z*+(5 — z)^ ={a — s)z 
(5 — z)'y d'oti 5' — 35*z4 35z*=a5z — az* — 5*z+5z*; 

ce qui donne z=\s+y/ l \s* — J=j5+ 

Donc la yalear de sdonnera celles de Z; dex, et de Tautre 
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terme moyen, qui doit dtre 5. — {s f i + y/ -^ ]—{s 

Pour Irouver 5, on observera que le carrd de la somme 
des deux nombres est egal au carre du preniier, plus le 
carre du second; plus deux foisle produit du premier par 
lc second : mais la somme des moyens est egale a Sy et leur 

produit est ^gal H ^( • + y/ (f^)^^ (' ? ^J^ 

— r^*( ' 1 = • donc 5* sera la 

* \ a + 25/ a+25 a + 25 

somme des carres des deux moyens. Or^ la somme des 

extr^mes est egale h a — 5^ et le produit des extr^mes 

est e'gal au produit des moyens^ donc h = (a — sY + 

5* , et par consequent <s= h v/ -7— 

a + 25 ^ ^ 2a "" ^ \4^- 

Autre solution. Soient xz^ y xz, xz""', xz~^ les qua- 

tre nombres en proportion continue : on aura x{z^-}-z 

+;5-'+z-') = a, et jr^^zH-s^^+^s^^+^^^^^; donc 

x»(z3 + z + z-' + z-')»^ = a*^=x»(z«+z*+z-* + 

X— *)a*,etparconsdquent (z^+z+z- '+z— ^)*^ = (2^+ 

z*+z-*+z-«)a\Mais(zHz+z-'+z-^)« = z«+2z^+ 

3z* + 4 + 3z-* + 2z-^+z-^ j donc (a*— ^)z^— 2^z4 + 

(a*+3^)z» — 4^ + (a»— 5^) z-*— 2^z-*+(a* — Z») z-« 

. - . 2^ - a» — 5^ , 4^ 

a=:o, ce qui donne r" 7-z*H — j-z' -. 

' ^ a* — ^ a' — ^ a" — b 

fl* 5^ 2^ 

H 7-z-* -^ — -z-4+2-6=:o. Posant5=z' + 

^ a* — b a'» — /> 

«_*7 et retranchant le polynome z^ 5; — y^z^+etc. 
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aura -^ 7 z^ ; j- 2*+ -; 7 ^ 7 z-H 

r-z~^=f*, et mettant c aa lieu de-- r» oJi 

aura vz^ — 5cz'+2C — Scz^^+cz""*^^'. Retranchant 
c (z*+z— ')* du premier membre de cette ^qualion, et 
cs^ du second, on aura — 5cz* — 5cz— *=:5^ — C5*; 
ajoutant 5c (z'+z-~») d'nne part, et 5cs de Tautre, on 
aura s^ — cs"^ — 5c5=oj ce qui donnera s = OjOiks=\c 
+ v/ (ic* — 5c). Moyennant s, on aara z et x. 
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AVERTISSEMENT. 

JLjes letlres a, h , c ^ etC; ne designent dans les calculf 
de ce liy. XII; que des nombres entiers et positifs^ ou 
des zdroSy selon Toccasion. 

PROBLl&MES. 

I. Trouver un nombre x y enlier et posltif; qui rende 

■■ entier et positif. 

, . . 280: — 2 . qx — 2 - qx — 2 
Investisation, =x+ ^ , donne ^ 

19 »9 19 

, IQfl+2 fl + 2 

=: a , et par consequent x = — = 2a H • 

£!*+ 2 r^ a +■ 2 

Jonc z==zh. et a=zQh- — 2: d'ou j? =2aH 

9 L 9 

= 2(9^ — 2) + ^^=^i^J = i9ft— 4. 

II. Trouver un nombre x positif qui salisfasse a la con* 

-. . mx — 6 

dition — i — ^ — = a. ' 

20 

_ . . inx — 6 j 26^+6 
Investigation, * — = a^ donne a:= = a 

. ga+6 , Q«+6 - . 

+ '2 . donc ^ =5^ et par consequent a =; 
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inh — 6 , . 8/i — r> 8^—6 , gc+6 

-i =zb+ i — — =c;5=^-^=cr + 

9 9 9 ^ 

-^^-g- = rf^ c=8d—6', donc b I =cH — g — I 

= 9^ — 65 «=17^ — 12, et j:=26rf — 18. 

III. Trouyer un nombre x^ enlier et posilif; qoi donne 
710:+ 10 

89 

r 7ij:4-io j 8m — 10 
Investisation. «^ — rr = «> donne a: = -^ 

89 7' 

. i8a — 10 i8a — ib , 71^ + 10 -• . 

= aH ; = b-j a = -i g =5^-|- 

71 71 10 

17^+10 i^A+io , i8c — 10 . c — 10 

10 17 17 

c = i7fi?+io; i = j8rf+io;a= 71 J+4o, elx=89^^ 

+ 5o. 

IV. Trouyer un nombre x^ entier et positif^ qni rend 

210: — 4 

^=a. 

27 

2ia: — 4 , 27^+4 

Jnvestisation, ^ = a, donne x:= — -^ 

° 27 ' 21 

21 ' 21 6 

5^_4 5^ — 4 , , 6c+4 . 4 ^ 

— - — } — g — = c,donneA = — ^ — = 2C+|, cequ» 

implique contradlction. II n*y a donc point de nombr< 

entier et positif qui^ substitue k la place de x^ rendi 

^\x -— 4 

entier et positif. 

27 

V. Trouver un nombre x^ entier et positif^ qui rend« 

2000 — 170: . . .^ 

-: — \ — ~ entier et positif. 
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-. . . aooo — 170: ^ . 5 — 170: , 
Investigation, '— =; 95 H — , doniie 



ui 21 



6 — 17:1: 2ifl+5 . 4<2+5 4^+5 , 

i— = — ai X = =a + -i :-i rrr^j 

ai 17 n 17 

17^ — 5 ., , ^ — 5 b — 5 , / . t* 

a=-^-^ =4^H 7—; — 7 — =C; 6=:4c+5> a = 

4 4 4 

17C+20; j:=2ic+25. On pourra donc prendre ici 

C=:0, Ott C = I. 

YI. Trouver un nombre x, entier et positif^ qui rende 

rr — 8 X — 10 X — 7 , * *• ^ •^•i? 

— — _i jgg nombres entiers et positifs. 

20 19 ' ID '^ 

X 8 

tnvestigatioh. —77^- dontie 57=28^+8; et par con- 

^x — 10 280 — 2 . qa — 2 j oa — 3 
sequent = = «+2 ; donc ^ ^ 

, IQ^ + 2 , . ^+2 ^ + 2 j 

= 6, et «=-2 ^=2^H ^: — - — =C:A=i:gc-«. 

' 9 9 9/ 

X 8 

a, et rfs^igc— 4« Donc a:=532c — 104 rendra — tt*- 

3C —— 10 

et • des nombres entiers et positifs. 

«9 

_ x^ — 7 5!S2c — III , , I2C — 7 

On anra donc — ^= 5 =:4ocH 5-*- 

i5 i^ i5 

^ I2C — 7 , ic)d+/j ^, ^+7 ^+7 

^^f' i3 ' 12 12 ' 12 

^=i2C— 7; et par consequent c=;i5e — ^7; eta:=s5 

6916^—3828. 
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DEFINITIONS. 

i. jL/orsqu'on repr^sente ane surface qaelconqae 
par le produit de la hauteur d'an parallelogramme; mol- 
tiplide par sa base^ on sous-entend toujours que cepa- 
ralldlogramme est^gal a la surface, et que ronitek 
laquelle on rapporte le produit^ est egale au carrd dela 
ligne que Ton prend pour unitd dans les factcurs. ^ 

II. Le parallelipip^de dont les six faces sont aotant 
de carr^^ s'appelle cuhe. 

IIL On de'signe un solide qaelconque par le prodoit 
de la hauteur du parallelipipede qui loi est ^gal; mQl« 
tiplide par la base du m^me parallelipip^de, et alors 
on rapporte le produit aa cube de la ligne que ron a 
prise pour unitd dans les facteurs. 

SUPPOSITION. 

Toutes les fois que les circonstances le permettent , on, 
place les grandeurs contraires k ropposite les unes des 
autres , c'est-a-dire ^ dans des positions directement 
opposdes entreelles. 

AVERTISSEMENT. 

A^ de'signe le carrd de la ligne A; et Ac le cube de 
la m^me ligne. 
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PROBLjfeMES. 

Les c&t^ et ta base BC d'un triangle ABC etant 
neS; calculer le point oii la perpendiculaire baissde 
sommet de Tangle oppose k BC; dolt rencontrer ce 
ne c6te. 

oient AD la perpendicalairC; ei a, h, Cy les valears 
B^ BC, AC. Designant par x le segment BD^ ou 
a AD9=a»— 07* [5. i5], etAD«7 = c^— (^_a:)%- 
lia* — a;*=c* — (h — x)* j et a^z=:c^ — h*+2hx, ce 

donne x^ "" ^~'' =i^+l,^==4 ^^4. 

Vc){a — c) \ 
~h / 

cholie, Lorsque Fangle ABC est obtas^ on a a* + i* 
', ce qui est facile a deduire des liv. I*'. et V^ et par 
sequent la valeur de x negative; si ABC est aigu^ ou 
'+^'>c', et x" positif. Eten effet, ces deax valears 
traires de la ligne x rdpondent aux deux situations 
traires oii elle se trouve place'e dans Tun et Tautre 
, ce qbi est egalement facile k deduire du liv. I*'. 
L Trouver Faire d'un triangle dont on donne les 

•oient a, h, c, les c6tes : il suit du probUme pre- 

eut , qu'en prenant h pour base^ on aura a' — 

+ 5' c*\* 

7 — — ) pour le carre de la bauteur; donc^^ 

[a* — { — —- j ) sera 1 aire du IriaDgle. 
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aZ ^/ \ 2^ // ^* \ *^^ 

= T>/((« + ^+c)(a + ^ + C— 2C)(a + ^ + C— 2^)(^I+ 

^+c — aa)). 

III. Confloissatit les c6tes cl'un par^llelogramme et 
Vuiie des diagonales^ trouver Vautre. 

Soit 7\BCD un pnrallelogramme ciontlecAte AB=J^ 
le c6te BC=^; la diagonale Bp=C; et la diagonald 
dcmandee=j:. Onaura, d*apres le corol. prc^cedent, 
^v/((« + ^+c)(a + /;— c)(a— ^+c)(— a+^+c))= 
iv/((«+7C+r^) («+7^ — T^) {^—\c+\x) (-a 
+ :-c+»)+ V((^+T<+r^) (^+rC— ^x) (^-fc 
+ 1^) ( — ^+T^+i^))' Designant le premier memkre 
de cette dquation par ^yyD^el le secofid par^v^Z+ 
\y/Y, on aura^v/I^^VZ + iv/Y; D=Z + 2v/ 
(ZY)+Y.D— Z— Y=2v/(ZY);et(D— Z— Y)»=4 
(ZY ) ^ equation degagce de radicaux ^ d^oii ron poorroit 
deduire la v^Ieur de jt^ en substituant celles de 1),2; Y; 
eleneffectuantlesmultiplications indiqudes^ maislecal- 
cul en seroil long. Yoici une investigation plus abregee. 

Menant AF perpendiculaire kBD^ on aura BF= 

a»+c» — ^" ^^ a* + ^c 



et BF=— !.-i:: tZ^i d'oiiron tirex^ 

2C ' C 

+ v/(2«" + 2i«— C*). 

^w/re investigation. EF=i^ — -I-i , et — EP 



—•X* -4- - c* — — A* 

s=i^ — u_iL ^ donneront ^x*+|c*-— «»=3:. 



/l:r* 



•l^^c* — ^*)- cfou Ton tire x=+V(2«' + 2^* — €*), 
deux yalears de x, quoique la dlagonale representcp 
par X ne soil susceptible que d'une seule valeur. 

IV. Inscrire un carrd a un triangle donne^ de sorte- 
que la^ base de Fun fasse partie de ceUe de l*autre. 

Soient ABG le triangle donne, etx la base du carre que 
Fon demande^ represente par DEFG. Designant AB par 
a, BC par ^, et CA par c, on aupa b:a:x :AD', AI)=: 

-y-7 etBE^ — (a — -j-'] — x^. On trouvera de mdme- 
CFq=fc—^-^X^x\ Donc b — xz^y/ifa—^^J 

— a:*) + v/(fc ^j — x^) , dquation qui pourrolt 

donoer la valeur de x; mais dont le calcul serok long» 

Yoici une investigation plus expeditive. 

Soit A}i=det perpendiculaire k BC : on aura b:x::d 

dx dx bd 

*AI=-^5 £?=AI+IH=-T-+a;, et a:= 



el4 



b^d' 
Construction, Menant HL=^^ LM=^^ et Ll pa- 

Tallele ^ AM, on aura HI= , . . —x. 

b^^-a 

V, Soit AB un aro de cercle , G le centre , BD une 

droite perpendiculaire au rayon AC, AED un demi^ 

cercle , et F le centre : on demande le centre d*un cer- 

I de qui touche Farc AB, la droite BD et Tarc AED ? 

B^ignant par G le centre du cercle, et supposant 

AC=fl, AF=&, etFH=j:, menez CG, FG, et la 

^roit^ GH, perpendiculaire k GA. On aura EG=DH 

==^— ar, GG=a— EG=a— ^ + x, GF=^+GE= 

^— y,et CH=a' — b — xi et" par consequent {a-^b 
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+ xy — (a — b — xy= (a^ — xy — X*, c*est-a-dire; 

^* 
£(a — h)x=ib* — ^bx', ax:=zb* , et x =: — . 

n 

Construction. Prolongez CA Tcrs I jasqu^Si ce qae 

FI=a; elevez FL perpeodiculaire k CA el=&; lirez 

ILy et menez LH perpendiculaire k IL: FH sera=ar. 

Du centre C arec le rayona — DH^ et da centre F 

ayec le rayon &+D^^ decrivez deuxcercles : le pointG 

ou ils se couperont sera le centre demande, 

VI. Par deux points donnes conduire an cercle qni 
touche |ine droite infinie^ mais donnee de position. 

Menez d*abord la droile AB qui ne soit point paral- 
IMe k CD, et prolongez AB jusqu'au point D de la 
droite CD. Ddsignant par C le point de contact eDtre 
CD et le cercle demand^ , on aura CD^ =ADXDB; et 
par cons^quent CD= + y/ (ADXDB), deux Taleurs 
deCDegalement utiles^ car en plapant +y/(Al^X^^) 
d'un c6t^, ct-r-y/ (ADXDB) du c6td oppose, on aura 
deux cerclesqui satisferont egalement k la question. 

Le cas oh AB seroit paralUIe a CD n'a pas besoin it 
calcul. 

VII. Dans un cercle donnd ABC^ inscrlre une droite 
donnee BD, moindre que le diam^tre; mais de sorte 
que cette droite prolong^e passe par nn point donn^E* 

Menant par le centre du cercle et par le point E 1& 
droite EAC; qui rencontre la circoafi^rence en deux 
points; et suppo8ant£C=<x^ EA=A, BD=c^etEB= 
a:, on aura x {x+c)z=iab; x*+cx — ab=0'y et jr== 
— fci\/(ic»+flA). Ddsignantces deux valeursparEB 
et ED, on voit qu'elles sont yraiespar rapport k la quan- 
tite^ etfansses eu ^gard aux signes; car elles ne soDt 
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pas en sens contraircs , comme le calcal rincliqiie : pour 
^tre yraies a tous egards^ on eAt dil troayer a:=^(^c* 

Construction, Menez la tangente EF^ et vous anres 
'EIFq=^ab ; eleyez GF=yc et perpendiculaire h. EF: 
menez EG qni sera =y/ (^c*+aA)5 sur EG prolong^e^ 
prenez GH=|c, et da c6td opposd coupez GI=GH: 
les droites EH ^ EI^ seront les deux valeurs de x =3 

v/(ic' + a^)+TC. 

VIII. Trouver le cAtd BC d'un triangle rectangle en 
B y dont on connoit la base AB^ et la somme des deax 
c6t^. 

SoientAB=a, AC+BC=^,etBC=x.Onauraa* + 

a:* = (A — xy et x=z y — , expression toujours pos- 

sible selon le calcul j quoique la solution du probl^me 
fioit rdellement impo^sible y Iorsqu'on propose une valeui; 
d'AB plus grande que celle d'AC+BC. 

Scholie, Les deux probl^mes prdcedents et le troi- 
stime, ainsi que plusieurs autres^ font voir que la sup- 
posilion de ce liv. XIII et celles du liv. VIII; peu- 
vent induire k des solations fautives : aussi ne doit-oUr 
donner pour infaillibles les solulions fondces sur ces 
hypoth^ses^ qu'apres s*en ^tre assure par des demons- 
tralions rigoureuseS; deduites de principes certains^ et 
independantes de pareilles hypotheses. 

IX. Avec quatre droites donnees construire un qua-^ 
drilatere egal a une aire donnee, 

Representons le quadrilalere demande par ABCD, 
Taire par a, ei supposons AB=J, BC=c^ CD=<i, 
DA=e, et la diagonale AC=a;. On aura ^ v/ ((^+^+^) 
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(d+e — x) (d — e+x) ( — J+e+x))=a : mais la re- 

solutlon de cette equation seroit pdnible. 

jiutre investigation. Du point C lirez CE^ CF, pcr- 

pendiculaires aux c6tes AB^ AD, proloog^ a volont^. 

Vous aurez bXCE+eXCF =:.2a. Prolongez CD yersG^ 

de 
en faisant CG:^::e:^^ ou CG=-7-, et par le point G 

nenez GH=^ et parallele k AD; tirez CH, et proLon- 

gez CF jusqu'au point I dc la droite GH prolong^e k 

volonle'. Vous aurez CI:CF;:e:^; mai8GH=;=^; donc 

le triangle CGH=CAD, et les triangles ABC+CGH 

= a,c'est-a-dirc,|^XCE+^iXCI=a;doncCE+CI 

2a la 

r=-7-. Prolongez CE yers L, jusqu'a ce que EL^-t^, 

et acheyez le triangle CLM, rectangle en L, et dont 

de 
Tangle LCM=DCF. Vous aurez CM=CG=-5-,et 

o 

LM=GL Soit LM on GI=z. On aura DF:z;:CD:CG, 

et par consdquent DF:2::i:e, d'oiiDF = — . Et puis- 

e 

qu'AC7=^»-|-e«+2eXDF=^«+e»+2^2=^'+c«+ 

a^XBE, on aura ^•+c»+2^XBE=£f*+e*+2ft2^ et 

„ ^«+e' — ^*— c« , _^ ^«+a«— .&*— c" 

iJJii= T h-c. Donc 7 sera 

20 26 

la difference entre BE et z, ou entre BE et LM. Prenant 

d^ + e* h^ — — c» 

donc BN= 7 , et menant MN, LN sera 

vn rectangle; d'oii Ton voit que pour ddterminer le 
poinl C, il seroit inutile de calculer la yaleur de z. 

Construction. Sur AB prenez BN= — -^- 7 r- 
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en deliorS; si cette valeur est positive^ et du cAtd oppose 

si elle estnegalive. Elevez NM = -j- et perpendiculaire 

de 
sur AN 'y du centre M avec le rayon -7-, et du centre B 

ayec le rayon Cj decrivez deux cercles qui se couperont 
enC^ et achevez le quadrilatere ABCD. 

Corol. Les angles BCE, MCL, CBE, CML, valent 
eDsemble deux angles droits^ [ parce que les deux trian- 
gles BCE^ CLM^ sont rectangles en E et L] : mais les 
angles BCE^ MCL j BCM^ font deux angles droils^ donc 
Tangle BCM= CBE+CML : mais Fangle CDF = CMLj 
donc BCM = CBE+CDF. 6r, CBE + CDF = BAD+ 
BCDj donc BCM=BAD+BCD: mais la valeur deNM, 
el par consequent celle d'ABCD, sont les plus grandes 
lorsque BC et CM sont en ligne droite 5 donc la va« 
lenr d'ABCD est la plus grande qu*il soit possible^ 
lorsqne les deuxangles BAD, BCD, fontensemble deux 
anglesdroits, c'est-a-dire, lorsque le quadrilatere peut 
^tre inscrit dans un cercle. . 

X. Constrnire -^. 

de 

ah 
Apris avoir trouve une droite= -7-; c'est-a-dire , une 

yiatrieme proportionnelle h.d,b,a, cbercbez une autre 

ligQe qui soit a -j- comme c est a 6 : celte ligne sera =&: 

d ^7- 

a^ 

XI. Construirci— — 5. 
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Faisant un parallelogramme ex=6*+^^^ on eoni- 



a^ . «3 



truira-qai8era=j,^. 

Xll. Construire - , . ,,. 

Sur la base c on fera un paralldlogramme ce=:d\ 
et on aura c^+iP^c^-^ced^zc^c^+de), Faisaot nn 
paraIlelogrammey^=c'+^^7 on aura cfgc=:c (c*+^e) 

a^b a^b c^ ^ . b 

1 






a» 



XIII. Gonstruire •= — r\ tt* 

bcd+e+p 

««Xi a« ^^ 



^X— +eXi+/X-^ -77-+g+ J ^ 
1 -^ iXi iXi iXiXi 

n^aura qu'k construire celle de ces expressions que V O^ 

Toudra. 

XIV. Construire Tequation x^+px:=:r, c'est-Si-dir^ 
trouver la yaleur de :r ^ Iorsqu*on connott celles depei ^ 

« Soit AKune droile quelconque, que Fon nomme^ 
n. Sur AK prolong^e de part et d'autre, prenez KJ3=^ 

P 
— vers A,8l p est positif^ et en sens contrairC; si;?e^ 

negatif ^ coupez AB en deux parties ^gales en C; ^ 
du centre K ayec le rayon KC d^crirez le cercle CX^ 

inscriyez dans ce oercle la droite CX=:-^; prolonge^ 

CX de parl et d'autre^ et tirez AX; prolongez de mAm- ' 
AXj entre CX et AX inscrivez EY=CA, de sorte qjm^ 
ET prolongde passe par le point K : on aura ar=XT. 



^ 
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Ponr ddmontrer cette construction y nous etablirons 
d^abord les trois l^mmes suivants. 
Lem. I. YX:AK::CX:RE. 

Gar menant KF parallMe a CX^les triangles sembla- 
bles ACX, AKF, et EYX, EKF, donneront AC:AK:: 
CX:KF, etYX:YE::KF:KE, c'est-k-dire, YX:AC:: 
KF:KEj doncACXKF=AKxCX=:YXxEK5 donc 
YX:AK::CX:KE. 

3. YX:AK::CY:AK+KE. 

De ce que YX:AK::CX:KE, il s'ensuit YX:AK:: 
YX+CX:AK+KE, c'est.k-dire , YX:AK::CY:AK+ 
KE. 
3. KE— KB:YX::YX:AK. 

K. ^tant le centre du cercle CX^ la perpendiculaire sur 
CY^ menee par le point K coupera CX en deux parties 
i ^gales, et par consequent 7 CXXaCY^CK^+CY^ — 
iY^; doncYK^— CK9=CY9— CYXCX=CYXYX; 
ce quidonneCY:YK— CK::YK+CK:YX^ mais YK 
— CK=YK— YE+CA— CK=KE— BK, et YK + 
CK.=YK— YE+CA+CK=EK+AK; donc CY:KE 
— BK :: KE+AK : YX, et par consequent CY :KE+ AKr. 
KET—BK^YX^ mais le lemme 2 donneCY:KE+AK:: 
T3C:AJt; donc KE— BK:YX::YX:AK. 

J)emonstration de la construction. Le lemme 5 donne 
KE: — BK:YX::YX:AK, d'oii KEX YX— BKXYX: 
T^C^::YX:AK; mais le lemme i donne KEXYX= 
AIS.XCX5 donc AKxCX— BKxYX:YX<7::YX:AK, 
et par consequent AK^/XCX— AKxBKxYX=YXc. 

Si*lMtituant x, n, — ,— , a la place de YX, AK, BK, 

C"X , dans cette derniere equation , on aura r — px=3c^ y 
ou a?^px^rTD, 
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DEFINITIONS. 

I. JLiORSQu^ON rapporte une ligne qnelconquc, si- 
taee sar un plan^ aux c6te's d'un angle reetiligne tracd 
h. Tolonte sur le m^me plan^ et qu'on donne le nom de 
base k Fun des c6tes de cet angle, on appell^ ordonn^ 
de la ligne dont on parle, toute droite parallele ^ raa- 
tre c6t^^ comprise entre la base et le sommet du m^me 
angle. En pareils cas ^ la portion de la base comprise 
entre Tordonnec et le sommet, se nomme ahscisse; 
Tabscisse et Tordonne^e sont deux coordonndes ; lesom- 
met s^appetle rorigine des abscisses ^ et requation qoi 
de'termine rnne des coordonnees , lorsqu'on donne la 
yaleur de rautre^ est VSquation de la ligne propos^e. 

II. Si rorigine des abscisses est un point commun Uia 
ligne propose'e^ on ta nomme sommet de la base etde 
la ligne proposoe. 

III. On donne le nom d'axe a toute base perpendi- 
culaire aux ordonnees. 

IV. Soient x^j^, les coordonnees^ a, 6, 7, ^; etc, d^s 
nombres quelconques positifs oune'gatifs, ou des zdros; ^t 

o=a-f Sx-f $a:*4-7)x^ 4"etc. 

+ '^ -f srr + Bxy- 4" etc. 

4-^* 4-t^r* +etc.. 

+>y''' +etc. 

+etc^ 
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IVquation d'une ligne proposee. Si le nonibre de ler- 
mes en est fini , la ligne sera algehrique , et du premier 
ordrey oii du second^ ou du troisiime, elc. , sclon que 
le nombre de facteurs x ouj-, ou x eij', sera 1 ^ ou 2 , 
ou 5 ^ etc. ^ daos le terme ou il y aura un plus grand 
iioml)re de ces facteurs» 

Y. Le solide termine par une figure plane propos^e, 
cl par la surface qu'une droite infinie decriroit; en par- 
coarant de Tun de ses points le pe'rimetre de la figure 
proposeC; et en passant toujours par un poinl donnd 
iors da plan de cette figure, s'appelle pj-ramide. La 
figare et le point donne sont la base et le sommet de 
la pyraraide. 

VL Si la base est un cercle , la pyramide prend le 
■om de ■cone^ et sl un plan coupe la surface du c6ne 
sans passer par son sommet^ la ligne dHntersection qui 
6n r^sulte s'appelle section conicjue, 

yiL La section conique qui renferme nn espace 
quelconque sans 6tre cercle, s'appelle ellipse ; celle 
^ui a quatre brancbes infinies^ s'appelle hj-perbole ^ 
et celle qui n'en a que deux, parabole, 

TIII. La ligne droite, qui divise egalement toutes 
les cordes paralleles a une m^me corde^ se nomme 
diametre. 

IX. Et si en ontre elle les conpe perpendiculaire- 
ttteBt, on la nomme axe principal ; et pour lors le 
fommet de la ligne prend aussi le nom de sommec 
pfincipaL 

X. Lorsqne deux. abscisses^ coupees snr un m^me 
aiametre y sont egales et contraires ^ et repondent h. qua- 
U« ordonneesegales; deuxd'an c6te; et deux deFautre 
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du m^me diam^tre^ rorigine de ces abseisses 8*appelle 
centre iu diamitre. 

XI. Les diam^tres; dont Tan divise ^galement toute 
corde parall^le k rautre^ sont denx diaaitres cori'' 
juguSs, 

XII. Le point oii tons les diametres se coupent n!'* 
ciproquement; s'appelle centre de la ligne* 

PROBLl&MES. 

T. TroQTer T^qaation de la ligne droite. 

Soit AB la droite propos^e. Marques-j deax poiat# 
A; B y 2i Tolontd^ et de ces deux points baissez les per'» 
pendicnlaires AG^ BD^ snr ane droite qnelconqne GD« 
Snpposez AG=a^ BD=&^ GD=:c^GE abscisse qaet- 
conque = x, Tordonnde EF=^, et tous anrez cih — ^ 
aiixiy — a; d'oii cy — ac—{h — a)x, et o=ac 
{h — a)x — cjr. 

Scholies. I. Si GD ^toit paralUIe li AB^ on anroil 
o=ac — cjr, etjr=a. 

a. On ddmontrera facilement qae la ligne du premieifi 
ordre est une ligne droite , tout comme Ton Tient de 
demontrer que la ligne droite est ane ligne da premiex 
ordre. 

5. On donne le nom de courhe h toute ligne qai 
n'est point droite; et c'est pour cela que les geom^'tre5 
appellent les lignes du second ordre, courhes du pre* 
mier genre; les lignes du troisiime ordre^ courhes du 
second genre, et ainsi de suite. 

II. TrouTer Fe^quation de la section conique. 

Soient D le sommet de la seclion conique ABC^ faite 
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par Qn^planiion parallele k la base duc6ne^ AECF nne 
^econde sectlon parallele a la m^me base ^ et AG Tin- 
terse^tion d^s plans ABG; A£GF: qne Fon mene la 
droilje £F j^erpendiculaire sur le milieu d'AG^ et les 
droities D£, t)F, BG^ ^tant Fintersection des plans ABG, 
£DF'^ on ddmontrera facilement qu*A£CF est un eer* 
de } que £GF en est le diametre } que le plan £DF 
passe par le centre de toule autre section circulaire pa- 
'«all^le k A£GF^ et que par consequent ce plan divise 
,^galement loutes les eordes parall^Ies k la corde AG. 
.Sesignons Tabscisse x parBG^ Tordonnee^par AG, et 
3D par a, Puisque les angles des triangles BFG , D£F) 
««ont donnds j les rapports de leurs c6tds seront connus , 
^onauraGFcmo:^ BF=nX; £F=/5?XDF=;?(a + 
- jix)s= pa + npx , et par con sequen t £G =pa+ npx — 
'Wnx: mais AGy=£GxGF; donc j-*=7«x(/?a-f /i/?x 
'^mx)y ou o^s=7np{ix+m{np — m)x^ — jr^* 

* CoroL I. Tbute ligne dont T^quation est de la forme 

-#«s&r+Jji;"+?j^, sera une sectton conique^ que Fon 

'fearra ^nstruire dans le c6ne^ en transformant cette 

6 ^ 

^^aation eno= — y^ — r"^* — J^^> ^* ^^ ^^ compa- 

\ nmtainsi^ r^quation o—mpax-^-m^np — m)x^ — ^j% 

I . , m%~^ nS ^ . ^ 

cc qui donnera n=- ^— , et a:=-r -n-. Faisant 

[ ^ '^ mnXi ' 8 — TO% 

doncrangle AGF droit, etprenantraogle AGB des co» 

odonn^s dans un plan different d'AGF^ coupez GB^ 

W_ . _._ GF BF 

, par une droiteDF, et snpposezgg- = m, et^g 

^n-, prenez BD = ^ ^: le point D sera le sommet 



' 



f 



*<^. 



i^6 PRINC1PE8 HiATHl^lffiTIQUE^ , 

du c6ne. Prenez eneore FGE = ^ — X DF : la droite 

mnQ 

FG£ sera le diametre d'un cercle dont le plan doit ^trC; 

ou parallele k la base^ ou base dn c6ne. Cela pose^ sl 

Tangle GBF rend ^ — m*!J=o, il fandra en constniire 

un antre^ et la nonyelle yalenr de m^ qm en yiendra, 

salisfera a la qnestion. 

2. Toute ligne du second ordre est nne section coniqae. 

Ponr le demontrer , soit ABG an arc propose d*one 
ligne du second ordre } menez les cordes parall^Ies AC; 
BD, dont Fune par les extremit^s de rard^ et Fautre 
dans rint^rieur du segmeut ; diyisez-Ies egalement en 
E^F, par la droite £FG. Soit G le point oii cette, 
ligne rencontre Tarc. Prenant G£A ponr angle des 
coordonnees^ G£ pour base ; et G pour sommet^ r^qna- 
tion gendrale aux lignes du second ordre^ deyra doDner 
pour rordonnee A£ deux yaleurs egales et contraires^; 
correspondanles a Tabscisse GE, et autant de yalenrs 
egales et contrai;:es pour FB , correspondantes a Tabs- 
cisse GF : mais GE^ GF^ sont deux abscisses queleon- 
qucs; doi^c Texpression de j*^ deduite de requation 
g^nerale^ deyra donner pour j* deux yaleurs egales et 
contraires^ quelle que soit Fabscisse x, depuis o jusqa*k 
GE. Or Fequation generale du second ordre^ o=a+ 

€x+'yr^Sx^'^txj'+Xj'* , donne j- = —; +y 

v/d' — ^a^+aC^e — 26?;)x4-(6*— 4^^)x*)jdonc 

■ ^ =0; car autrement les deux yaleurs de/ne 

seroient pas egales et contraires. Mais on peut satisfaire 
a la condition — —^ = o ; soit en supposant^r^- — 
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toit eti mettant o a la place de 7 et de e; et la sapposi- 

tion de a: = ^est imppssible^ puisqu'il n'y anroit 

alors qu'une seule abscisse — ^; susceptible de deux 

ordonnees ^gales et contraires; donc 7—0, et e=;=o, 
ce qui re'duit i*e'quation g^ne'rale a la forme o=a+6x 
'\'dx*+Xj*i mais x=o rend j*=o [const. ]^ donc a 
= 0, et par conse'quent requation de Tarc ABC sera o 
=6a:4-^J?*+?jr*7 ^® ^^* prouve qu'ABC 6st une «eo- 
tion conique [i4* ^* corol. 2]. 

5. Toute droite qui diyise egalement deux cordes pa- 
rall^les est un diam^tre. 

On d^montrera ce corollaire comme le ptecddent^ 
mais sans supposer qu'AB^ CD, soient deux. parties 
d'un m^me arc^ ni que la base rencontre la courbe« 
Gette remarque est d'autant plus ndcessaire^ que Thy- 
perbole a des diam^tres qui ne sauroient la rencontrer^ 

4. L'expression^ = '-^ ± ^ v/ (^* — 4«? + 

a^fi-y — 2610^+ (®' — 4^?)^* 7 faitvoirquela conrbe e&t 
nne parabole ^ lorsque e* — 4^^=^^ byperbole, lorsque 
•* — 4^^ ^st positifj et ellipse ou cercle^ lorsque e* — 
4^ est n^gatif. 

Soient d'abord e* — A^K^ A, B et C^ des nombres po- 
«itifs. Supposant ±'^=7' — 4«^, ±"6 = 2(76 — 26!:)^ 
et + C = e* — 4^?7 on re'duira rexpression de j" hj-z^^ 

~^7"^^ +^v/(+'A+"B3:+C37^);etilnWaurapoint 

A B 
de Taleut de x, '^-^ + -p-j ei > i , ei par conse'quent > 

A B 

^ + ^, qui ne rende Cx*> A+Bo?; et Ca?*> +'A + 

12 



>» 
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Bx : mais qael qae soit Xy positif oa ndgatif ^ Cx^ esl 
toajours positif ; donc HfA+^Bx+Cx* s<Bra toujoaii 
positif; quelle que soit la ralenr de x. Or^ chaqae ya- 
leur de x qui rend +' A +'*Er +Cr* positif , donne deax 
Taleurs r^elles de^; donc la courbe aura deox bran- 
ches infinies du c6te de x positif ^ et deux antres da 
c6t^ de X ndgatif. 
Lorsqne s' — 4^=^ deTient=o^ on tronTe/=s 

^^Z^"^ ± i v/ ( +'A+"Bx), et a n'y anra point dc 

Taleur positiTC de x > «-qni ne rende +*A+Bx posi* 

A 
tif ^ na de Taleur ndgatiTe de x > -g^ ^ qai ne rende Hb'A 

— -Bx positif. La courbe aura donc deuxbrancbes iofi- 
nies : mais elle n'en aura que deux^ car x positif et> 

A A 

:=- rend i'A — Br negatif ; et x negatif et > -=- rendi' 

JD JS 

A+Bxndgatif. 

Soit e' — 4^^ n^gatif , et A^ B^ G^ des nombres posi* 
tife, etsupposons +'A=7* — 4«C> +*'B=2 (7» — aCJ) 
et — C=s* — 4^' iln'yaurapointdeTalear dej:^>i 

A+B 
et > — Y? — qui ne rende Cx*>A+ftr, et par consd- 

qucnt +'A+"Bx— Cc* nrfgatif; donc^f^ ~'^'^'^ 

+ "Y v/(i'A+"Bj: — Cr») sera imaginaire^ qnelle qoc 

•oit la Taleur de x posItiTe ou ntfgatiTe; car — Cx* de- 
meurera tonjours negatif. Donc la conrbe ne sauroit 
aToir ici desbranclies infinies^ et par conse'quenteIle ^m 
un ccrcle ou une ellipse; puisqu'il snit de la fonnation 
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ih^ine des sections coniques suv la surface da c^ne , qua 
Umte section qui n'est pas iufinic, entoure necessaire- 
ment un espace^ et devient par cela m^me un cercle ou 
ane ellipse. 

5. L'equation o^a+Sar+^x^+^ar^+ay appartient k 
rhyperbole. 

Gar de'signant par x, y, les coordonnees AB^ BC^ si 
Fon cliange d^angle^ en designant par z^ u, les noavelles 

coordonne'es CD, AD, et en faisant--^ = m , el rrr=r-= n^ 

on aara a:=u — mz,eijr^==.nz, Sobstitaant ces yaleurf 
de x,yy dans r^qnation proposee^ il Tiendra o=ce+ 
6a+ (7/1 — Zm)z+^u^ + {n — 2^w)wz+ (dm — n)mz*\ 
mais (/i — 2^772 )• — ^^{^'^m — n)m:=zn^^ ne peut ^tre 
que positif 5 donc la conrbe sera nne hyperbole [ co- 
rol. 4]- 

6. L'eqaation o =a+6a:+'yj'+a?* appartient a la pa-* 
rabole. 

Car snbstitaant u — 772^ an lieu de x^ et nz au lieu 
de jr , on a o = a + 6« + ('^/2 — 6m) z+w* — 2mMz+ 
m^z* eqnation hla parabole^ puisque ( — am)* — 4X 

•j. Si Ton prend sur le m^me diam^tre^ sans rien 

changer k Fordonnde; une nourclle origine des abscis- 

g g 
Bes, et si Fon substitue m ii la place de ar+ — et w ^ 

k la place de x, Fdquation o = a+Sx + Sx^ +J'*; q"i 
n'appartient qu'2i rellipse ou k rhyperbole, et qui in- 
diqne qufi la basc diyise ^galement les cordcs paralle- 

les, ▼iendra dc la forme o=a— r» + 75^ +^i*'+^*> 
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d*ou il resulte qu'a deux yaleurs de i«^ egales et contra^ 
res, repondcnt quatrevaleursde^; ^gales et contraires; 
deux de Tun des c6te's du diam^re, et dcnx de rautre. 
II y a donc un centre dans tout diamitre de rellipse oa 
de riiyperbole [14. def. 10]^ et ce centre estrorigine dei 
abscisses d*une equation de la forme o=a4-^J?*+J^« 

8. Soient AB un diam^tre quelconque de rellipse oa 
de rhyperhole, o—a+^x* -{'jr* reqnation, AB=r, 
BC=j^y et supposons qu*AB n*en ^oit pas nn axe. Pre- 
nez AD = i, ct elevcz DE perpendiculaire snr AD; tirex 
la droite A£F; du point G tirez GF pei*pendiculaire k 
AFy et GG perpendiculairc k ABG; et snpposez GG = 

^, BG= ^, AE=5, DE=f , AF=M, etCF=z: let 

trianglcs scmhlables ADE, AGH, CFH, donnerontCH 
e=:5-3,'FII=/s, ct parconsequentAH=w — fz, AG= 

«_'-i,Gn = '-^_ilij doncCG=^_'-!l + 5z= 

S S ' S S ^ S S 

tu . (s* — /»)z tu z ^ . ^ mtu 

— + ^ = 1 — , et par conseqnent^= 

s s s s s 

H , et BG= 1 : donc x = ^ 

5 s s ^ s s s 

nz 1 — nt Ji+f ^ , . , « 

•— — = * u z. Substituant ces valenrs de 

s s s 

X et j* dans rdquation propos^e , on anra 6= aH — C8-^ 

5* 

s 

uz"{- — (/i*^+a/i5r+^f*+in*) z\ Supposons DE termi- 

s 

jDde de telle mani^re que t rende /i^+^^ — ri^^t — /i^f*— 

w*r=o, et diTisons par 4- (/i'5+2/i5^+5/»+/»*) reqna- 
4ion precedente; elle reTiendra a la forme os=:c(+^j;*- 
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4-j^* : donc AF sera un diametre^ et par cei>sequcnt 
un premier axe^ comme etant perpendiculaire a ror*» 
4onnee CF. La determination de t sera toujours pos- 
sible , parce que w5 -f- ^f ^ n^dt -r- ndt* — m^t = o, 

^^^"^'= — ^^ — ^^\\—^^ — ^j+V' 

Taleurs toujours reelles. Designons rune de ces -valeurs 
parDE, et Tautre par DI ^ le produit de ces deux yaleurs 
(Bcra — I ; faisant donc abstraction du signe — y on aura 
D£ : DA:: DA ^DI^ mais les angles en D sont droits -, donc 
ADE, ADIy seront des. triangles semblablesy et par con- 
sequent Fangle DAI=A£I]^, et Tangle £AI droil^ donq 
le centre d'un diametre quelconque de rdlipse ou de 
1'hyperboley est aussi le centrede deux ax.es principaux 
qui s* j croisent perpendiculairement. 

9. Uequation o = a+^*+^' appartient evidemment 
au cercle^ toutes les fois qu'on suppose a negatif^ Tan- 
gle des coordonnees droit^ et y/ — a le demi-diametrCit 

10. L'angle des coordonnees etant droit^ reqnation 
Ozzra+fir+^XT^+^^+J^^^PP^rtientau cerele^ carfaisant 
x=u — -^6, etj*==2-^ \l9^^ 9^i n'altere en rien TanglQ 
des coordonnees^ requationse reduit k o==A4-^*4-^% 

1 1. Soit AB une abscisse u coupee sur un diametre^i 
et BG la moitie z de Tune des coxdes diyisees ^alemeuB 
par Tabscisse AB. L'equatioa entre u ei z sera o=A+ 
Bi*+Dtt*4-Fz*. Que Ton cbange d'ordonne'e, en posant 
CD=j-, rabscisse AD=a:, 2=mj-, BD=7r^; et par 
cons^quent u==x — nj-: on aura o=A + Ba: — nBj--^. 
Dx^ — 2/iDr^ + (/i'D + 7w*F) j-* e'quation aux nouvelles 
coordonnees. 

Compar£^nt ceUe-Ci a V^qnation ge'ne'rale 0= a+ Sxrt^^ 
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'^--|-5jr'-|-6a^4-?^*^ on verra facilemeDta quellescon- 
ditions la base tle celle-ci sera nn diam^tre. Voici ces 
conditioDS : Si le terme 7j^ manqne dans re^qnation; il 
faut qne le terme Sx y manque aossi, pour que la base 
cn soit nn diametre; si Cxexiste^ et '^jr manquC; zxjr 
doit manquer aussi; si les termcs 6x et ^r esistent 

tousles deux^ ilfaudra qne e soit=-^; etsi ^x*man- 

que^ txj- manquera anssi. Ponr qne Sx disparoisse^ il 
fautqu'il n*y ait point de Bu dans Teqnation o=A + 
Bu+Dm^+F-z*^ ce qui ne pent arrirer que lorsque le 
centre de la base deyient Torigine des abscisscs. 

12. Les droites qni passent par le centi^ d'un diam^- 
tre de rellipse ou de rhyperbolcy sont eltes-m^mes des 
diamctres ; mais il faut en excepter denx dans rhyper- 
bole, qni ne sauroient la rencontrer^ qnelqne distance 
qn'on les prolonge^ et sur lesquelles il est tonjours pos- 
sible de baisser de quelqne point de la courbe nne per- 
pendiculaire plns petite qn'ancnne droite proposee. 

£n cffet; soient A le centre d'un diam^tre de Tellipse 
ou de rhyperbolcj AB un axe principal; BAC nn acgle 
qnelconquc different d'nn angle droit; DB une ordon- 
nde qnelconque perpendicnlaire i AB; DG perpendicu- 
laire a ACj AB=a:5 BD r=ry; AC=U', CD=Z', AF=i ; 
FG=f^ ct perpendicnlaire snr AB; AG=5: on aura 

DE=5Z: CE=fz; M— ^z=AE=^a:; xz=z — u z: 

s s ^ 

■n-e t r t t* f I 

jDiii=trs£= — u zj r= — u z+5z= — mH — z 

s s s s s s 

[ parce que 5' — ^' = i ]. Soi t o = A + Bx* +x* reqna- 

lion enlrc !es coordonnecs AB^ BD, Substituant aU 
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place Ae £ eijr leurs yaleurs troayeeS; on aura or:=:A 
(^•+0 4- (D+f»)tt«— 2 (D— i)mz+(Df*-hi)-sV 
pour r^qnation entre les coordonndes AG, CD; d'ou 
ron voit que la base AG est toujours un diametre, ex- 
ceptd dans le seul cas ou D+r'=:o : mais cette condi- 
tion , par cela m^me que t* est toujours ppsitif , ne peut 
avoir lieu que lorsque D est negatif 5 et D ne peut de- 
▼enir negatif ^ que lorsque la courbe est uue hyperbole, 
ce qui est facile k deduire du coroUaire 4 > o^ ^^ pourra 
donc tirer par le centre du diamitre de lliyperbole^ 
que deuxdroites^ qui ne serontpas des diamitres^ et les 
positions de ces deux droites se trouyeront d^terminees 
par les deux valeurs de t [^=+ v/ — -^lf ddduites de 
la condition D+^*c=o. 

Puisqae D= — t* r^duit requation ci-dessus i 0= A 
(/*+i)— 2(D — i)tuz+{Dt* + i)z^, appartenant k la 
base qui n'est pas un diam^tre^ on aura dans ce cas z:=z 

D— I . ,(D — i)Vtt* — (D/»+i)A{/*+i) ^ 
DP+7'"=tv^. (Dr+O- ' '' ^ 

A(f*+i) + (D/*+i)^* ,,,.,, . ' ,, , 
c= — i — : — =r—^ — : ' — : d ou il s ensuit que lordon* 

jj(D— i)/z ' ^ 

nde z ne cessera d^dtre possible que lorsque (D/'+i) A 
(/•+ 1) ^tant positif,on prendra u < \^ x ^ \ 

(U Ijt 

et qu'il n'y a point de yaleur de z qui ne soit une ordon-> 
n^e. Quand on a D/*= — i , Te^qualion devient o=A 
(t*+i) — 2(D — )tuz; d'oii Ton yoit que dans cetle 
hypothese^ il n'y a point de yaleur de k a laquelle ne 
r^ponde une ordonne^e, ni deyaleur de z qui ne soit une 
ordonnde. 
Scholie. Les deux droites qui se rapprochent de la 
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ooiirbe sans ratteindre^ 8*appeIleDt^ par cela m^me; 
des asjrmptotes. • 

1 5. Le ccntre d'an diam^tre quelconqoe de rellSpse 
ou de rhyperbole est le centre de toos ies diam^tres, 
et par conse'qnent celai de la conrbe. 

Soient ^ s'il est possible ^ A et fi les centres de denx dia* 

mctres. La droite AB^ menee par cesdenxpoints, sera an 

diametreouune asymptote. Soientd'abord AB undiami- 

trc et GD la moitie de Fune des cordes parallMes y qu'AB 

doit diiriser en deux egalement. Prenez A£=AD. BF 

r=BD, et menez £G ainsi que FH parall^les et egale< 

a CD; 11 snit dn coroL 8^ que les droites EG^ FH j sont 

les moities de deux cordes paralleles a GD. Supposons 

AD = x, GD=j^, et o=a+^J^+^ requation. Parla 

construction ^ on doit ayoir des yaleurs egales de j* cor- 

respondantes k des yaleurs in^gales ie Xj ce qni est 

contraire II F^quation/ donc AB n*est pas un diameire. 

Supposons AB nne asymptote, et soit I un point de la 

courbe. Menez IL perpcndiculaire h. AB^ ct prenez AH 

= AL; mcnez MN perpendiculaire k AB^ et=IL^ le 

point N ^ppartiendra k la conrbe ; ce qui est facile a 

AA ' A v r A(f' +0+(D/'+i)z ' 

deduire de I equation «= — ^ ^^ , trou- 

^^ a (D — ) tz ' 

Tee dans le corollaire precedent. Goupant BO=BL; et 

mcnant OP=:IL et perpendiculaire ii AB^ on demon- 

trera de memc; contre lam^me ^quation^ que le pointF 

appartient a la courbe , et que des abscisses indgales 

correspondront a des ordonn^es e'gales. II est donc im* 

possible que deux points A^ B, soient k la fois Fori- 

gine d'ane e'quation de la forme o^a+^x^-f-j-* ^ d'ou 

a s'ensuit quc deux diam^tres de rellipse ou de Vhjf 
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perbole ne peuTent avoir qa^un seul et ni^mc centre. 

14. Le calcul du corol. 12 s*applique au cercle, 
Bn faisant D= i , ce qui detruit Ic terme — 2 (D — i ) 
tzu de Teqnation relatiTe a la base AC , et fait Toir que 
tonte droite qui passe par le centre du cercle^ est nn 
aie principal. On ne sauroit donc aToir D= i ^ ni par 
conse'quent — 2 ( D — i) tuzz=zo , lorsque la courbe est 
tine ellipse ou nne by perbole 5 ce qui prouTC que cba- 
cnne de ces deux courbes n'est susceptible que de deux 
8xes principaux. 

m. Ginq points d'une s^tion conique etant donnds^ 
determiner la courbe. 

Soient A,B,C,D,E, ces points. S'il y en aToit trois 

en ligne droite, la question seroit impossible; il faudroit 

dors que rexpression de rordonnce fi!lt sasceptible de 

trois Taleurs^ tandis qu'elle n'en admet que deux. On 

ponrra donc supposer que les deux droites AD, B£, 

mendes par deux de ces quatre points^ se rencontreront 

en F, et conduire par le cinquieme C la droite CG paral- 

lile k BEy qui rencontrera AD dans nn point G. Soit A 

forigine des abscisses , AD la base^ et AFB Tangle des 

coordonnees. L'e'quation de la conrbe sera o=x+^jr 

+^x*-f-8x;^+!^*5 car Forigine A de x et j' etant la 

m^me^ on doit aToir jr=zo, Iorsqu'on suppose x=0} 

te qui ne peut aToir lien que lorsque le terme a man- 

qie. SoitAF=a, BF=i,AG=c, CG=d,Al)=e, 

EF=y^ Supposant x=e, et j*=o, il Tiendra o=e+ 

*, et par consequent ^= : donc o=a;+7^ — 



'-x* + &xj-+Xj'^- Substiluant, dans cette expression, c 
au Keu de o:, et if au lieu de j*, on trouTC o^c-f-^^i— 
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— f-ec^f+^ef* : substituant a aa liea Ae x,eih au li 
e 

a* 
Aej-y on trouye oz=ia+^b hea^+^&*; ct substi— 

c 

tuant akx el — / i j^ [on ecrit — fj parce que la di — 

rection de cette ligne par rapport a la baae^ est con— 

a* 
trai re k celle cle h] , il vient o =a — ^f — ^^f+^^f^" 

Moyennant ces trois dquations., on trouvera les coeffi.* 
cients 7^ &; ^^ suivant la mdlbode prescrite h. la fin da 
liv. X; et la courbe se trouvera ddterminee. 

Scholies, I. Mettant e au lieu de x. et au lieuder 

' e 

a,onaurao=c-|-xr— ^+«^^+^J^'^ etj-= — ^^ , 

valeur de la seule ordonnee qui corresponde k rab" 
cisse e, Tautre ^tant nulle. Si Ton prend DH=: — J^— 

et parall^Ie k B£; le point H sera un autre point de la 
courbe ; et divisant DH et BE en deux parties dgales 
en I et L; la droite LI^ qui jointl^ hf sera un dia* 
m^tre. 

3. L'dquation j-=— L_!i+ 4v/((e*— ^a^)^'^* 

(76— at:)x-|-7»); felt voir que ^ v/((«' — 4»^) ^+*, 

C76 — 2^) J?+7*), erpression de la difC^rence entre ^ 
denx ordonnees qui correspondent h. nne m^me abscisse 
3:^ est la valeur de la corde termin^e & leurs extr^i* 

t^s: on auradonc-^ v/((** — W)^*+2(76— 2^)j^+ 
7*) = &_(—/) — i+/=sBE, et par cons^queiita?=s 
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le de ces Talenrs de x doit ^lre = a^ conpez AM 
le k Tautre y et tirez MNparallele a B£. La droite MN 
contrera le diametre LI dans un pdiDt O ^ et c'est 
MN que doit ^tre situee ane corde ^gale & BE^ donc 
foint P; milicu de LO^ sera le centre de la courbe. 
. Si Ton tire par le point P la droite QR parallele li 
, les droites LO^ QB.^ seront deux diam^tres conju* 
s^ car prenant ON = OS = LE, on aura deux 
Eits N^ S; quiappartiendront k la coarbe \ et )oignant 
; £S, le parallelogramme BNSE sera partage par les 
iles LO; QR^en quatre parallelogrammes semblables 
gaux; d'oii il suit que cbacun des diam^tres LO^ 
y divise egalement toute corde parall^Ie k Tautre. 
. Soient LO la base^P Forigine des abscisses, et BLP 
gle des coordonnees, el supposons 0= A+Dj?'+^*> 
PI5 A=HI; i:;=PO;etZ=NO : onaurao=A+D^"' 

% cto=A4-D*'+/'i d'ou D=-t; — -4-, et A= 

i g 

; — ^; — . Les coefficients D, A, une fois trouve's, on 

irminera facilement les sommets des diam^tres con- 
ids, en faisant successivement ar=o^ et j^ = o; car 

:o donne a:= + y/ — -=^y et a:=o, donne j-= + 

-A^ prenant doncPT=PV=v/ — ^, les pointsT, 

^erontles sommets du diametre VPT; et prenant PQ 
*R= y/ — A , Ics points Q, R, seront ceux du diame- 
QPR. Dans rellipse on trouve toDJours quatre som- 
s^; parce qu A esl n^galif, et D positif : mais dans 
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rhyperbole, Tun des diametres a des sommets^ et raii- 

tre n'en a point; car D etant ndgatif^ et A positif 

j^ 

ou ndgatif^ Tune ou Tautre de ces expressions y/ -jt- 

et y/ — A^ deviendra ndcessairement imaginaire. 

5. Au lieu de reqnation o= A-|-Dx»+^', on pourrt 

employer j-^T^ib^ ^x* pour rellipsC;^ etjr*= + b^+ 

b* 

~ x* pour rhyperbole ^ et si , suivant rnsage^ on donne 

le nom de diametre k la seule droite qui est aussi nne 

cordc; ces deux equations fonrniront aa^ fib ^ ponrles 

diametres conjuguds de rellipse, et 2«v/ + i 7 2by/-¥i 

pour ceux de rhyperbole. On ne sauroit donc dire arec 

propriete' qu'il y ait dans rhyperbole dcs diametres 

conjugues : cependant les geom^tres sont dans Fasage 

de donner a na et ^b les noms de diam^tres conjoga^ 

de rhyperbole; en pla^ant Uan deux k Fendroit qui Ini 

conyieiidroit ;, s'il s'agissoit de rellipse; c*est-k-dire^ 

b* 
Comnie si Fdquation ^toit^* = &• -x*. 

6. La position des axes priucipaux se trouye mojen^ 
nant le calcul du corol. 8 du probl^me II de ce Ht'* 
XIV ; ou plus simplement de la maniere qui snit. 

Soit ABun diametre quelconque de rellipseyC le cen" 
tre, el CD le demi-diam^lre conjugu^ h AB. Joigne^ 
AD, et prenezCE=CD; prolongez CD jnsqu'^ ce q»^ 
CG=CA, et inenez EF parallele k AD -, du centre Gr 
avec le rayon GC, decrivez le cercle CH qui conpcr* 
CA en H^ et failes CI=FG^ joignez HI, et menezCl» 
par^iUele |t HI et egale k CD; divisez Tangle DCL^^ 
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ttews. i^arties ^gales par la droite GM : cette droite sera 
un axe de la courbe. £n yoici la demonstration. , 

Tirez LN parallele a CD, et LO, GP, perpendicn* 
laires k AB -, prolongez GD 7 LG, en prenant GQ = GD , 
et GR^GL; joignez DL, QR, et supposez AG = a^ 

CD= ^ : on aura GF= — , et par consequent FG = 
a=fl -: mais GH:GI::GN:LN donne (^a -^ 

XCN = GHxLN,oubien^i — ^)GN7 = ^5^i^ 

XCN^ et ona^GH=GPi donc fl:^GH::LN:N0 5 

tfoii ron tire fi — ^\x GN^prraNOxGN : or &• 

[=:CL7] = LN9+GN9 — 2NOXCN, donne LN7+ 
CN9_i» = 2NOxGN; donc LN9 + GN9 — ^» = 

{ I -\ X GN^ , et par cons^quent LN7 =b* ;-X 

CiSq 3 d'ou il s'ensuit qne le point L appartient h la 

cotirbe^ aussi bien que les points Q^ R : mais la droite 

CM est perpendiculaire aux deux cordes parallMes DL^ 

QB., qu'elle divise en deux egalemeut ^ donc GM est un 

•xe principal. 

Quant k Fliyperbole, on peut y adapter la m^me 

construction et la m^me ddmonslration^ en prenant 

b* 
Clr=:a+ — ^ et en designant par b le vrai demi-diam^<* 

tre^ c^est-k-dirC; celui qui rencontre la courbe. 

7. Pour d^terminer la parabole, il snffit de quatrd 
points dounes ^ car de ce que la coUrbe est une para<* 
bole,on tire d'abord s*=4?^j et prenant Tun des quatre 
poiiits donnes pour origlne^ on aara trois ^quations de 
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plus pour les troisautres^ c'est-k-dire, aulant d^equ^* 
tions qu'il en fant pour determiner les qnatre coeffi* 
cients ^, B, z, ^, 

8. Gontinuant de raisonnerde mdme^etfaisantatten* 
tion au nombre de termes dont chaque equation alg^ 
brique est composde ^ on trouyera que pour determiner 
nne ligne du premier ordrC; on n'a besoin qne de a 
points; qu'il en fant 5 pour determiner la ligne du se* 
cond ordre^ 9 pour la ligne du troisi^me, 14 ponr h 
quatrieme; 20 pour le cinqui^me^ 27 pour le sixiime, 
ainsi de suite. Les nombres a, S, g, i^; 20, 27 elc.| 
reviennent a cenx-ci ^ 2, 2+3; 5+4, 9+5, 14+6,20 
+7 etc. , qui indiquent assez clairement la loi de leor 
progression. 

9. Supposons AB une parabole , et AC nn diamitre 
qui ne soit pas axe principal. Ddsignant la demi-corde 
BC par j^, et AC par x, T^qnation de la eonrbe sera /* 
= ax [i4« 2. corol. ]. Soient AD, D£, denx droitea 
dont AD parall^le h BC. Menez DG parall^le AC, BE 
perpendiculaire kDE, et BF perpendicnlaire k DG. Soit 
BE=z,DE=w,AD=/?,etFG:BF::^:i, BG:BF:: 
r:i, DH:DE::5:i, EH:DE::f:i ; on aura EH=f»; 

DH=5ii, BH=z — fii, BF=i^— iii,FH=-J8 

t* -r-.^ Q at t t* g 

tt, FG=-^z — -^w, x=5tt +— z u+'^z 

s' s s ^ s s s 

S S 5 ' S S "^ 

rt r ., , . 1 — qt . q+t 

— - — ttH z. SubsUtuant ^«+-2 z. et P— • 

s s s s ' ^ 

iZ u+ — ^ au lieu de x ei^ dans Tdquation j^*=4W?; 00 

9 
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aroaTera p^^^^^prstu + 2prsz -f- r* f *a* — !ir*tuz + r*z* 
=7(1 — (/t) sau+{q+t) saz^ d'ou il suit que [r etant 
>i]^ D£ ne sera axe principal que lorsque ^=0, 
3'est-4L*Jire ^ lorsque DE sera parallele h AG. Faisant 
lenc fs=o^ s deTiendra= i^ et Fe^quation se trouvera 
pMnite k p^+nprz+r^z^^zau+aqz : mais pour que 
DE 6oit nn axe principal^ il faut encore que les termes 
^rz, aqzy disparoissent de requation^ donc 2pr=zaq, 

r jj^ 

Coroh La parabole n'a donc qn^un senl axeprincipal; 
lltons ses diam^tres sont paralleles entre eux. 

rV. ABCD etantun quadrilatere 011 Fon suppose AB 
|KcalUIe k CD, et dont on connoit le c6td AB , Fangle 
'0Cf et le rapport entre AD et DC^ trouyer le lieu da 
^tD. 

"^Soient D£ parallMe Ji BC^ DF perpendiculaire k AB, 
jlMmssn, EF:ED::c:i, AD:DC::m:i, AE=x, ED 
«l^;on aara AD^ =^*+a:* + 2cay^ = (mX DC)' = 
ipiXBE)*=m*a*+2m*aa:+m'a:*, et par cons^quent 
pxm^a* + tim^ax + ( m* — i)x^ — 2cxj' — j-* , equa* 
^jfan de la courbe dont un point quelconque satisfera 
iftpL conditions du probl^me. 

T. Les droiles AB^ AC, ne sont donndes que de po« 
Aion^ tandis que la droite DC^ ainsi que sa partie CE^ 
ntBcrite ^ rangle BAC; sont donndes de grandeur. Oa 
dmande le lieu du point D7 

Soient DF parallele k AC^ DB perpendicnlaire k AB, 

BP 
3>=a, DE=*, AF=jr, DF=^ ^*DF~^' ^ 

ipport c ^tant connu ^ parce que Fangle BAC est 
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clonne; on aura BF^=:cjr: or les triangles semblablei 

donnent:r — EF:EF::a — b:b, et par consequent x\ 

bjc b^ nbc 
EF::fl:i,etEF= — ; dono i*= r* -f -7- ^' H ^7- 

mais c etant < i , cette ^quation ne peut appartenir 
qu'a rellipse; donc le lieu du point D est ane ellipse. 
Si Tangle BAG etoit droit^ Teqaation deyiendroit^*^ 

J^+— J^*; et les droiles a, b, seroient les demi-axes 

principaux. 

yi. La sommedes cAt^s AG, CB, da triangle ABC 
^tant donnee y ainsi que la longueur et la position de 
la base AB ^ trouyer le lieu du sommet G* 

Ayant tir^ GD perpendiculaire k AB ^ et divis^ AB ega^ 
lement en E, on fera AE~d, AG+GB=ae^ £D=a;, 
€t GD=j-j d'ou AG^— ADy=BG7— BD7, et AG7— 
BG9=AD^— BD7=(AG+BG) (AG— BG) = (AD+ 
BD)(AD — BD) = 2e(AG — BG) = adXax5 doncAC 

— BG= — x,et AG[=KAG+BC) + |(AC— BC)] 

c=tf+ —x: doncj^*=( eH x\ — (€£+»r)«==:c*— * 

<^*H ; X* y dquation a rellipse, va qae e> €/. Le 

f 

poinl E en sera le centre, et les deux droites y/(c* — 
c?*), et e [qui passe par les points A, B] , en seront lcs 
axes principaux. 

Vn. La diffcrence des c6tds AC, GB, dn triangte ABC 
^tant donnee^ ainsi que la longueur et la position de la 
base AB^ trouyer le lieu dn sommet C^ 

Soient GD perpendiculaire k AB, AB diyis^e ^galement 
en E; AC— GB=2e; AB=aJ; ED=X; et €3)=^: 
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on aura ^e (AC+CB)=2rfX2a;i AC+CB== — :r, AC 



d . . ...... d 



a_e» 



= c + - :r, et par consequent j-* =6* — ^' H -^7— x^, 

^qnatioft a lliyperbole , parce qne d^ e. 

yill. La droite AB etant donnee de position^ ainsi qne 
le point C; situe hors de cette droite^ tandis que la por- 
tion D£ de la droite CE^ coupee par AB^ n'est donnee 
qne de grandenr^ on demande le lien dn point £7 

Soient CA^ EB, perpendicnlaires a AB^ AC=i:fly DE 
=^, AB=ar, BE=j^: on aura a:^::AD:BD, a+^: 

j*:!a::DB=---^,etparconse'quent5*=[ — s^j +j^', 

qni retient k a'i*+2a^*j'+^*j-'=x^"+a"j*'+2a7*' 

Scholie» On donne a cette uuurbe le nom de Cb/i"> 
choide de Nicomhde ; elle a quatre branches ipfinies ^ 
dont AB est Fasymptote ; et il est facile de deduire de 
r^qnation^ ainsi qne de la supposition^ que cette coorbe 
doit ayoir un noend en C y toutes les fois que h y- a, 
. IX. Le cercle ABC et le diametre AC sont donnes de 
grandenr et de position^ ACD est un angle droitf AD^ 
^mprise entre le point A et la droite CD, conpe la cir-« 
conference dans un point quelcouqne B^ et la droit« 
AE est =^ BD : on demande le lieu du point E? 

Si Ton tire EF, BG^ perpendicnlaires k AC^^on aurii 
GC=AF. Soit AC,a; AF, x, etEF, j-. On a CG=x^; 

— ~ — J j-* = BGy=f 
AGxGC=(a— ar)X;etpar«on5^qnento=a^" — oi?^. 
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Scholie, Cclte courbe est la Cissoide de Diocl^s, 
X. Le rapport entre les c6te8 da triangle ABG ^tanl 

connn^ ei la base AB etant donnee de grandeur et d« 

positioB ; trouyer le lieu du sommet C. 

Soit CD perpendiculaire k AB, AB=£Z^ AD=x, 

CD=^, AC:CB::i:7ii. On aura BD=a — x, ACyX 

m'?^CB^,/w'^'+m*x*=j^*+a' — *iax+x^ , et o=d^ 

— aax+ (i — m' ) j?' + ( I — ih* )jr^ : le lieu du point C 

sera dQQC.un cercle. 

Scholie^ y"=i o rend x = — - — : prenant donc AE=s 

■ ^* n 

j et AF= , la droite EFsera le diametre 



i+m' I — m 

de ce cercle; car Tequation prouTe qne cbaque ordon- 

nde en est une demi-corde. 

XI. A etant un point quelconque d'une droite infinit 
qui passe par les points B et C^ donn^s de position^ et 
Bupposaht qu'AD soit perpendiculaire \ cette droite^ 
et moyehne proportionnelle entre les segments AB^ AC; 
bn demande le lieu du point D? 

Tant que la droite AD tombera entre les points B; 
C^ le lieu demande sera d'abord un cercle ; car la sop* 
positiotfAB:AD::AD:AC,donneADy=ABXAC ^qna- 
tion au cercle : il sera compos^ encore de rbyperbole; 
ioutes les fois que le poitit A tombera sur le prolonge' 
ment dcCB ; car on aura alors ADy = (BC+BA)XBi; 
et par consdquent o=BCXBA+BAy — AD^ ^dqnatioa 
11 Tbyperbole. 

Scholie, Cependanty si on calculoit comme dans letf 
exemples precedents , on rencontreroit une solution la- 
certaine; car designant BC par a, BA par x, et AD par 
y-p si Fon suppose A situd entre B et C^ on trouv^/' 
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( a — x) jr= ax—'X*, equation. aa. Cjejcle, dont ancui^e 
ordonnee ne tombe sur BC prolongee; et si Ton snppose 
A sur le prolongement de BC, on trouve ^'=flj:+a:"^ 
^quation k Thyperbole^ qui ne donne aucune ordonnee 
qui puisse tomber entre B et C ^ d*ou il rdsulte que la 
eonclusion de rexistence du lieu du point D ne depend 
ici que d'ane supposition purement arbitraire. Et Toilk 
encore une preuye de ce que ron a ayance plus baut 
£ i5- 8. scbol.]^ savoir^ que le langage mdtaphorique 
expos^ dansles liy. \III et XIII ^ et dans lequel consis- 
tent k la rigueur Talgebre et r^nalyse modemes, ^est 
8ti]et h des erreurs y par cela ni^me^ qa'it tient a- desr 
hjpoth^ses qui ne is'accordent pas toujours avec l^is coh« 
diiions des probl^mes^ et qul souyent mdme les con- 
trarient; car ^i^ d'tine part^ on abr^ge extrdmement los 
solations par la libertd^ que ron a' de nbmmer somme ce 
qm *n*est qti!une diffidfenca, et diffe^rence ce qui n'est 
que somme ; de rautre > on met des bomes a ces m^mes 
soiulions J ott' IcsTcnd quelquefoisfadtiTed, par des res- 
trietions incompatibles aye6 Tetatd^ la questioh^ en no 
prenant pour egales que des grandenrs' affecte'es d'ua 
tt^me signe^ et en ne donnant le nom de proportion" 
nelles qu'aux grahdeurs ddsigh^es copame telles dans l^ 
d^finitionVduUy. VIII. 
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DlfiFINITIONS. 

I. 1^1 mie expression peat admettre |diis d'ane ta- 
leur^ tandis qa'ane autre n*en admet qa'ane seule; on 
Domme celle-ci constante , ei Taatre vajriable. 

IL La Tariable quf peut admettre une yaleur toajoQift 
plus grande qu'aucune grandeur proppsee; est iii/?me; et 
la yariable dont la yaleur, peut deyenir toujours plos 
petite qu'aucune grandeur propos^^ s'appelle mfod* 
tikme. . ^ ... 

III. Si layaleur d'ane expiession Acl^peiid decelle 
d^me autre expression B^ on appelle A/b/tcfibn deB; 
ei, B rocme c^' A. 



/- 



AVERTISSEMENTS. 



I. On d^signe ordinairement les conslantes par le$ 
premi^res lettres de Falpbabet; et les yariables^ les ra* 
cines et les fonctions, par^es demi^res , u^ Xy elc. 

II. On designe une fonction en ecriyant sa racine pr^ 
c^dee de quelque majuscule grecque^ qui ne soit point 
Gommune ^ ralpbabetlalin^ et une m^me majusculc; 
(Suiyie de diyerses racines y marquera une m^me fonc' 
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Q cle ces racines. Si^ par exemple^ Tx designe x^ , et 
, (fl+x)%rzddsigneraz'; et AZy (a+z)'. ^ 

[II. r (x^z) marqae une fonction de o; etz: c'es|^ 
isi que x^z^ et x^ — a^xz+bz^ , par exemple, sont 
i fonctions dexet^^ qae Foa peut designer pav. 
x,z)^ei A{x,z). 

DEFINITIONS. 

IV. Lorsqu'on designe par dx nne grandear que Toik 

clioisie homog^ne a la raeine x, pour ^tre nommee 

ixion de cette racine^ on designe de m^me par dVx, 

on appelle ^wxio/z de Tx, la grandeur qui rendroit 

^x T{x+dx) — Tx dTx , ^ ... 

— constante , et ; ; — intinitiemo^ 

X ^ dx dx 

i zerO; si dx devenoit infinitieme , et si tout ce quL ne 

ipend pas de dx demeuroit constant. 

V. Toute grandeur est la Jluente de sa fluxion , et 
laqae fluxion precedee de lalettre/marque la fluente 
mt elle est la fluxion. 

VI. d{dz) est la seconde fluxion de Z] d{d{dz)) la 
oisiime; d{d{d{dx))) la quatrikme'^ ainsi de suite» 

AVERTISSEMENTS. 

rv. On dcrit ddzy ou d^z, au liea de d{d;^)'y d^z, ^\k 

Bu de ^ {d^z)} ainsi de suite. 

V. On ecrit aussi dz^ au lieu de {dz)\ 

PROPOSITIONS. 

I. x inflniti^me; et A, B, C; etc. , constanteS; xen» 
Bnt Ax+BaF^+Co^^+DjfM^etc. infiaUieme. . 



1 
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Soient n le nombre' des coefficieDts A^ B, G, ete.; P 
nne grandeur qaelconqoe qui excide cliacun d'eaX; et 

Q une grandenr proposde : prenant x < --^ et < i , on 
atira — Q^Pjt^ — Q>Pj;'; — Q^Pa^^^ainsidesuite; 

donc nX — Q, c'est-k-dire^ Q> Ax+Rr^+Cx^+Dx^ 

+ etc. 

II. d(x^):=nx^-'dx. 

Gar dx infinitieme , et ce qui ne ddpend pas de dx 

nx^^^^^^dx 
Constant^ rendent — [=:/ia:»— »] constante et 

(x+dxY — X* nx^~~^dx^ n — i ., . n— i 

: JL ; r=n a;^— »ax+/i 

dx dx ^ 2 2 

X — ;= — a:"^'^j:'+etc. ] infiniti^me. 

III. d(x-^rx):=dx+drx, 

jpa^ dx ^^finitieme^ et ce qui ne ddpend ^stsdedx 

{Jx dVx r dVx^ 

ppnstant^ rendent— ; — ^ i+ --r — constante^ et 

(r+dlr+rCar+^Jar)) — (ar+rj:) dx+dVx r_ 

fix dx L 

Tix-^dx) — Vx drx'1 . -, . ., 

j-j innnitieme ou zero. 

dx ' dx J 

IV. d{a+bx);z:zbdx.'^ 

Car dx infinitij^me; ef c^ qn\ -fke depend pas de djp 

constant^ rcndent --z — [=: b"^ cpnstante^ et 

fi+b ( x+dx) — (a+bx) bdx 

dx dx * ■ 

Schol. Be la Tient qup qn^^d me grandeur est in- 
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dependante de la racine^ on dit qu'elle n*a point de 
fluxion y ou que sa fluxion est egale k zero- 

V. Trouver rf((fl+a:)"). 

En ^crivant z=:a+x, on aura dz=: dXj et par con- 
^ef^^xexild^^a-k-xY^^d^sf^^^nz^^-^dz^n^a+xYr-^ 
dx, 

VI. T(x+dx) — Tx devient inflnitieme, lorsqu'on j 
suppose tifxinfiniti^me^ et toutce qui ne ddpend pas de 

dx constant. 

dTx 
Car ces deux ponditions donnent --z — constante , et 

Tix+dx^—Tx dTx . « ... 
par consequent — • — intimtieme OH: 

,, , ., , , dVx , , fTix+dx^ — Tx 
Eero j d ou 11 s ensuit que --^ — dx-^- f — ^- ^ 

- — -z — j dx^T^x-^-dx) — Tx = infiniti^me. 

VII. d^xTx^^dxTx-^-xdTx. 

Cdivdx inflniti^me; etce qui ne d^pend pas de dx con5-< 

, dTx dxTx+xdTx f „ . dTx'] 
tant^ rendent -7 — ,, et —z =Tx 4- ^ --j — j 

(x-^^dx) r(r + dx) — xTx 
constanteS; et par consequent , 



r T{x + dx)—Tx ' dTx\ 
^ \ dx dx ) ' 



dxTx+xdTx j. f T{x + dx) — Tx dTx \ 

dx 



T{x+dx) — rx] =infiniti^me^ ou = o. 

VIII. Designant par x un nombre quelconque^ et- 

par / des logarithmes Hjperboliques^ on aura dx = 

xdlx, 

Car «£r=d(i + /x+f (fa)'+i(/ic)'+35j (te)*+v4? 
(Jx)^+eUs.)==.dlx+\(,lx^dlx+l{lxydlx+^{lxfdlx- 
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CoroL I . Soil z fonction de^ : on anra d{zP^) =zz^dlz^i 
^zyd^j-lz^^zzfdj-lz + zydlz= zJ^j-dj-lz-hz^- yzdlz=z^4 



(*<.+^). 



2. Lorsqne z n^est pas fonclion iejr, on a dz=o, et 

IX. Tronvercf"»(j:«). 

Puisqne d^^x^^esi^d^d^x^y^^d^nx^^^^dx) ,si Yon 
prend ^a:foncliondex,ouanrarf'(js^)[=^(/ij:""""dlr)] 
=/i(/i — i)a:"~'^'+na;"-"'£f*jt:: mais si on choisissolt 
dx inddpendant de dx, on anroit d^x^zOy et par con- 
seqnent ^'(a:")=n(/i — \)af*—^dx*. 

Snpposant tonjonrs dx ind^pendant de o: , on anra de 
m^me d^{^x^) = (/i — 2) {n — i) nx^-^dx^-, </^(j:»)= 
{n — 3) {n — 2)(/i — i)nx^^^dx^', ainsi de snite. 

d^Tix-^- ^) 

X, Si Ton rapporte rfT^x+^) ^ ^ dans j-^j — ; 

.^, ^T(a:4-£) . j. d-T{x+%) d^^Tix^l) 

etUdans— ^^,,edisqne— ^;p-=— ^, 

pourru qne dx ne soit pas fonction de x^ ni d^ (onc* 

tion de ^. 

^,. ^ rfr(x+5) . dTix-k-l) -, 

Designant — ~ par A, et — ^^r par B, on 

T{x+l-\^dx)—T{x^%) . . ^ . ., 

aura -z i^ — A = mnnitieme ou 

dx 

. T{x^Ar^dl)—T{x^l) -, . ^ ... ^ 
Bcro, et — ^ i^ ^^ B=infiniliemeoa 

d\ 

= 0. C^la pose% supposons, ce qui est permis, la 
flaxion d^=dx^ o^ aura de soite A=:B : mais A; B; ne 
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d^pendent nl de dx, ni de ^f^ [ i5. def. 41; donc Asera 

toajours = B^ qnel que soit le rapport entre dx et d^, 

Jkinsi, puisque A est toujours egal a B , quelle que soit la 

Talenr de x+ ^ ^ il s^ensuit que les yaleurs d' A et B seront 

toates deux independantes^ ou toutes deux dependantes 

deor+S. Dans le premier cas, on aura JA==<iB = o [i5. 

4. schol.] y dans le second^ on trouyera^ en raisonnant 

. . JA ^ , , ,. d^Tipc-^-l) 
oomme ci-dessus , -— - == -j^- , c est-a-dire, y- — =3 

' dx d\^ ' dx\ 

^T{x-\-l) . . , 

,^, : ainsi de suile. 

^» , dTx , d^Tx , d^Tx 

XI. r(x+^) =rx+ 4- ^+ "-74 ^'+ -TT^ ^' 

dx '2dx^ tiXcydx^ 

d^Tx 

Supposanl^racineetr(a:+'^) = rx+AS+B5*+C'^5 + 
D^^+etc, on aura ^ (x+'^)=Aflr^+2B'4^+5C^>J5 

+etc., et^^^^t^=A+2B^+5C^'+4DS5+etc. Sup- 

., . , dT(x+%) dT{x-\-^) .^ 
posant X racine , li viendra = — ^ — - = A+ 

* ^ dx di 

dTx 
2BS+3CS'+etc., ce qui donne --z — = A, lorsque 5=o: 

mais -7 est mdependant de ^j donc —^ — =A, 

qnelle que soit la yaleur de ^. 

Sapposant ^ racine , et d^ independant de ^ , on aura 

d^T (a:+^) = 2Bt/^'+ 2X5C'^ef^^+elc. ; et, raisonnant 

d^^Tx 
comme dans le cas prece'dent, on trouvera B= ^ . 

ePTx 
SuiTant toujours le m^me style, on a C= ., , 3 

12 /\ OCIX 

d^Tx 
P= v^-gv^/^-^ > ^^i^isi de suite. 
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AVERTISSEMENT VI. 



. — } ! l ^' ' designe ce qui rdsulteroit de diyiser 
dudxdz etc. ^ 

d*abord par du la flaxion de T{u^,z, etc); prise rela- 

tivement k la racine u; et de diyiser ensuite par dx la 

fluxlon du quotient^ en la prenant relatiyement 4 x, 

ainsi de suile. Par exemple , — ^ — ^ , , est =a 

!k^u^xi^z — lo auz^. 



PROPOSITIONS. 

XTI. Le rdsultat de Texpression prece'dente sera toQ- 
jours le m^me^ quel que soit Fordre que Ton suiye dans 
les operations. 

T j- j» u j d^Tiu^x) d^T(u,x) , , 

Je d.s d abord que -3^= -^ 5 carrM= 

r(..a-(a-x))=r(..a)- ^— "^f^'---'^ + 

(a— :c)'J'r(w,/i) (a— x)'^£5r(i/,a) , 

_ ■ -I- etc. ; dont 

'2da* aX3«a^ 

</r(M,a:) ^(M.g^ _ (g— x )t/ 'r(ii^a) (g — j:)*£ p r(tt;fl) 

Jm Ji/ dadu ^da^du 

_ (g— x)^t/^r(M,a) </'r(M^) _ if'r(U;tf) _ 

^y.^Sda^du *' £fi/^j; ^fa^a 

(a — x)d^T{u,a) {a^x)*d^T(u,a) . ^(k^j] 

da^du ida^du *' d!r 

_ dT{u,a) {a'-'X)d^T{u,a) {a -^ a:)*<Pr(M,a) 

— di d^. — + — ^n^ *^^' 



LIVRE XV. 2o3 

*■ dxdu dadu . da^du 

Xa-xrSV{u,d) _ ^^^ ^ ^^^^ d-r^u,x) ^ d-V{u,x) ^ 

ida^du ' ' dudx dxdu 

^ , (Pr(u,x,z,) d^T(u.x,z) d^r(u,x.z) 

On aura donc = — / = — \^ ■ 

dudxdz dzdudx dxdzdu 

^ d^T{UjX,z) d^T{UyX,z) d^T{u,x,z) . . i 

dxdudx dzdxdu dudzdx ' 

XIII. Soient AB rabscisse , el BC rordonne'e corres- 

pondantes k Tarc AC de la courbe reguliere AD, c'est- 

a-dire y d*une courbe dont les coordonnees sont des fonc- 

tions Tnne de Fautre : je dis que^ en menant une autre 

ordonnee quelconque DE , et achevant le parallelo- 

gramme BF, si Ton prend BE pour fluxion d'AB^ le pa- 

rallelogramme BF sera la fluxion de Taire ACB. 

BF 
On voit d*abord que ^r e'lant la valeur de la perpendi- 

eulairebaissee du point C sur la droitc BE^ ou surson pro- 

longement; si on repre'sente par -^r^ -f- tu la perpendicu- 

laire tir^e du point D sur la m^me droite AE^ on aura 

CDF 

-^ ■ < Tc^ mais AB constante et B£ infiniti^me ren- 

BF 
droient BC constante^ -=^7;^ constantC; % infinitieme, et 

, . BF 
Taire CDF infiniticme, c'est-a-dire, -^^ constanle, et 

ADE— ACB BF r _ BCDE FB _ CDF "] 

BE ~BEL~ BE BE ~ BE "^^J 

infiniticme^ donc si BE est fluxion d'AB; le paralle- 
Ipjgramme BF scra la flusion de Faire ACB. 
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AXIOME. 

Lorsqne plusieurs lignes qnelconques sont lem!*«fc5^ 
entre les extremites d'un m^me droite^ celle-ci en estla 
plus courte ; et si deux de ces lignes sont dans un m^me 
plan , et d'un m^me c6te de la ligne droite ; rexterieure 
excedera toujours rinterieure^ pouryu que celle-ci ne 
puisse rencontrer aucune droite en trois points. 

PROPOSITIONS. 

XIV. Prenant toujours BE pour flnxion d'AB, sup- 
posons que la droite GH touche la courbe au point G; 
et que les coordonnees EA y ED^ prolongdes k volontd; 
rencontrent GH aux poinls G^ H: je dis quela droite 
Fli sera la fluxion de Fordonne^e BC^ et que CH sera 
celle de Farc AC. 

Tirez la corde CD ^ et GI parallMe ^ CD ; supposez 
AB constante^ BE infinitieme; et >. une ligne propo- 
sde ', prenez BE < >. , et si CI n'en vient pas < >. , prenez 
CI < >. , et ayant tird GI , menez CD parallMe a GI : la 
ligne CD coupera Farc en qnelque point D^ parce qu'aa- 
cune droite ne sauroit passer entre la tangente CH et 
Tarc CD sans le couper. Menant donc Tordonn^e DE, 
on aura 6E moindre qu'on ne ravoit suppos^e; donc AB 
constante et BE infiniti^me rendront GB^ BC^ CG, cons- 
tanteS; etCIainsi queCGc/D GI infinitiimes. Or^ les trian- 

gles semblables donnent -^^ 1 = j^ = ^ ; donc AR 

FH 

constante et BE iufinitieme rendroient -^^ constante • el 
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BE BE L~ BE BE "" * BE ~ BG J 

inBnitieme. Prenant donc B£ poor flnxion d'AB^ la 

droite FH sera celle de BC. 

rm 

L'arc C/D dtant >CD et <CH+DH, on aura ^i- 

UE 

^CD , ^ CH+DH , ,,j. ^ GI , ^ CG 

CI 

•f- ^^ : mais AB constante et BE infiniti^me donnenl 

GI=GC + infinitieme, et CI=infinitieme;et par con- 

C/D ^ CG , . . .., ^^CG .... 

s^qnent -gg- > gg- +mfinitieme,et < ^^ +infini- 

, C/D CG,, ...., CHr CG-] 
U4me; donc _=^+ infinitieme^j^^ |^=^J 

ACD— AC CH r C/D CH 
consUntei ct gg— ^ [""'"BE BE== 

:— - +* infiniti^me — r=r-T =infinitiime: d'oii il s'en- 
BG ■"^J 

i^it qne qnand on prend BE ponr flnxion d'AB, on doit 
regarder CH comme flnxion d'AC. 

XV. Si Ton prenoit — BE ponr flnxion d'AB, on 

ponrroit de'montrer de m^e qne — BF, — FH, — CH j 

font les flnxions d' ACB , de BC et d' AC. 

' XYI. La difference entre denx flnentes h. flnxioDS 

^gal^/est independante de la racine. ., 

Soit drxr=d\x, et snpposons, s'il est possible, qne 
la diffJ^rence Tx — Ar soit = Gx : on aura dQ =drx — 
rfAar, et €/0x=o, c'est-k-dire, la diff^rence 0x indd« 
bendante de x ; donc 8x ne sanroit ^tre fonction de x. 

XVII. Le splide A occnpe Tespace que la figure 
plane B decriroit si elle se mouToit depuis le lieu B 
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jusqu*aa liea C, de telle sorte que tout triangle tnscnt 
k cettc m^me figare decnTit simultanement an prisme; 
dont la haateur seroit celle da solide A. Cela pos^, je 
dis qa'A est egal aa prisme qai aaroit cette mimtf 
haateur; et une base ^gale k B. 

Le solide A peut ^tre regardd comme compos^ de so* 
Iides de la m^me haateur^ et ayant des bases telles qne 
la figare aS^ , formee par les lignes droites a^, 76, et 
par Tarc aS toat conyexe oa totit concaye rers la droite 
tirde du point a aa point 6, lequel arc soit compris 
entre les c6tds du paralldlogramme qne Ton fonne« 
roit en menant par a^ S, deux paralleles k 67 et a^, 
Ainsi; il sufBra de demontrer la proposition k Tdgard 
de ces solides. Soit S le solide ayant aS^ poar base, et k 
pour hautenr. Si AXaS-y n'est pas=S, il y anra ane dif- 
lerence D entre ces deax solides. Sar le c6t^ €7 avec Tan- 

gle aS^, faites le parallelogramme 6^< j--,. et* coopez 

j6=7J=e?=etc. , jasqa^i ce que le segment tjane 
soit pas plus grand que 7^; achevez les parall^Iogram- 
tnes inscrits 7X , ^ , 8(1., etc. , et d.esignez par R le rec- 
liligne qui en seroit la somme. La difference aS^ — R 
seradgale a la somme des espaces ^Tiit, xlp, ^F^^ e^y 
et pdr consequent moindre que le parallelogramme i^, 

et < -y-. Inscriyez aa solide S des paralldlipipedes qni 

aient X7, SX, ep., etc. , ponr basfes^ €t circonscriyez aa 
solide, qui auroit Sxtz pour base, an paraiyiipipide 
qui en ait nne; representde par la figare^t : yous trou- 

Ttrez aassi S — hR<hX^^, ^*^ T' ^ ^' ^** 
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ionCf s'il est possible^ S > A XaS-f ' o^ a^ra AR > A X 

«fi-Y 5 absurde. Soit h X «67 > S. Puisqae ^67 — R < -r-, 

on aura AXaS-y — AR<D, et par consequent AR>S, 
te qui serolt encore absurde: donc AXa67==S. 

DEPINITION VIL 

Le solide A se nomme cjrlindrey lorsque la base en 
€8t un cercle. 

« 

PROPOSITIOSrS. 

XVni. D^signant par x la bauteur AB d'un solide 
Tx'y par Axla figure qui lui sert de base; par x-^-dx 
la hauteur ABG du solide T{x^dx) : je dis qoe drx=. 
dx^x, 

X constante^ etdlr injSnitieme, donnentr(x+£/a;) — 

Vx ^ dxLXy et^</xA(x4-d:r). Soit V^x-^-dx) — rx> 

, . Vix-^-dx) — Vx dx^x ^ , 

dx^x : on aura -^ ^ — > ^ [ c est-a* 

dlre positif], et <A(a:+</j:) — Ax^ et par cons^quent 

infinitieme [i5. 6]. Soit r {x+dx) —Tx^dxAx, et 

dx\x 
par consdquent > dxA {x^^-dx) : on aura — — -« 

Tix-i-dx) — Tx ^ . ^ dx\x dxAixA-dx) 

-^—d > «' ''V^ ^j ir^' «^»*- 

a-dire , < Aj? — A(r+a!r) : donc — ; ^- —^ 

' , '"^ dx dx 

=:infinilieme^ et par consequent — . 

^^^ — ==: infinilieme; Aonc drx^^dxAx. 
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Corol. Soit Vx une pyramide qui ait poar base ira 

rectiligne: on demontrera facilement que les yalears de 

Ax doivent ^tre entre elles comme les yaleurs de x*, 

\x 
Soit ^ = — : on aura drx=:qx*da:= 1 7 X '5x*dx, 

et par consdquent rx=l <] r5x*dx=^ qx^=z~xX(Jx*f 
c*est-^-dire; que Tx sera le tiers de sa base moltipliee 
f ar la hauteur. 



trtRE XVI. idg 
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i. JLiE sinus droitj oa simplement le sinus d'url arc 
de cercle^ est la perpendiculaire baisse'e de Fune des 
extre'mites de Tarc sor le rayon qui aboutit a Tautre 
extremitd 

II. La partie de ce rayon , comprise entre Tarc et le 
^inns^ s'appelle siniis verse, 

III. Si a Textremite de Tun des deux rayons qui com- 
prennent un arc quelconque^ on m^ne une perpendi- 
culaire jusqu'au prolongement deTantre rayon^ la per- 
pendiculaire ainsi terminee s^appelle tangence de cet 
arc. 

IV. La se'cante Ae ce m^ine arc est la droite com- 
posee du second rayon, et de son prolongement jusqu'a 
Jl'extrdmite de la tangente. 

V. On divise la circonference du cercle en 56o par- 
ties egales , nommees degres ; chaque degre en 60 mi» 
nutes^ chaque raiuute en 60 secondes-^ chaque scconde 
en 60 troisierhes , etc. 

AVERTISSEMENT. 

Les degres^ minutes^ secondes , etc^ ^ $e designent pafr 
lcs caract^res °, ' > '% etc. : ainsi le nombre 63* 1*1' 4^, 
represente 63 degres 22 minutes 4 secondes. 

4 
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DEFINITIONS. 

yi. Designant par A un arc de cercle, on appelle 
90° — A, complementf el 180 — A, supplement it 
rarc A. 

yir. Le sinus^ la tangente^ et la secante d'an arc, 
sont le cosinuSj la cotangente el la cosdcante de soa 
complement. 

AyERTISSEMENTS. 

II. Les noms de sinus, cosinus , tangente, cotan' 
gente , secante , sinus verse^ s'abregent ainsi: siJtf 
coSy tangj cotj sdc , cosicy sinv. 

III. Au lieu de X ^ on substitue sourent nn polnt; 

A 
€t k la place de •=- ^ nous dcrirons quelquefois A*^ B. 

PROPOSITIONS. 

I. Designant par r le rayon d*un cercle quelconqae; 
■on aura sin o**==o, et cos o®=r. 

II. sin 9o"=r, et cos 90° = 0. 

III. rd sin z-=-dz cos z, 

Soient Farc AB de'signe par z, C le centre, CA etCB 
deux rayons^ CD perpendicalaire et BD parallele a AC, 
BDEF un rectangle dont le cAte EF rencontre Tarc AB 
prolonge, BG une tangente, et DE=rf sin z, On aura 
CD=8in AB, BD = cos AB, et BG = £/z:raais les trian- 
gles semblables CBD, BFG, donnent BG:BF::BC:BD; 
donc dz cos z—rd sin z. 
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CoroL I. rd cos z \^ = rd sin (90° — z)=: — dz cos 

(go° — 2)]= — dz sin z, 

2. Si roQ suppose dz independant de z^ on aura d^ 

— dz* sin z ,, . — dz^ cos z _. . 
sm z = j ^ d^ sin z = 1 ^ a^ sm z 

dz^ sin z . . - 

= . ■: ainsi de suite. 

/•4 '' 

Tv • /^ . \ r • ^zdsm^ W*sint . 

IV. sin iX+z) |^=sm ?+ -^ + ^^. + 

z^fl?^ sin ? . . v . -2 cos IJ z* sin ^ z' eos ^T 

__+etc. = smi;H _- 

a.oai;^ r ar* 2.()H 

^^ sin ? , ^2^ cos ^ X® sin IJ "1 . 

(7 - £j + ei^ - T^^S:^ + ^'^)' "' **'' ^^- 

montrera facilement que ces series sont convergentes^ 
quelle que soit la yaleur de z. 

V. sin z [=siB {o' + z)-\=z- ^ + ^^ _ 

Z'' Z9 

■*-7? — o — etc. 



120.6. 7 r^ 5o4o.8.9r 



8 



Z^ Z^ 



CoroL sin — z = — ^+-^-7 — 7: 



Qr 



64:574 + ^^^-^^ 

qal montre que des arcs dgaux et contraires ont nd- 
cessairement des sinus dgaux et coutraires. 



z 



% 



VI. cos z [=sin (90° — z)] = r — • h 



z4 



z« JZ» 



2r 2.3.4^^ 
— etc. 



a4»5.6r5 720.7.8^7 

CoroL Deux. arcs egaux et contr^ires ont un mdme 
Gosiaus, 
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-c-TT • /v . N sin s cos z4- C08 ^ sin z 
vll. sin ({;+z)= 2 , 

r 

VIII. cos (?+z) i: = sm (90»— ?— z)= i (sin(9o* 

— ^) X cos (_z)4-cos (90* — ?) sin ( — z))]:=: 
cos ^ cos z — sin ^ sin z 



r 



Corol. cos iSo'» r=cos(90»+9o*)=^^^2 — ^J^ 



— r. 

r 



IX. sin (tj+z) 4- sin (? — z) = — sin ^ cos z. 



2 



X. sin (?+z) — sin (!J — z)= — cos ^ sin z. 

r 

XI. cos (tJ+z) + cos (!I — z)= — cos !J cos z. 
Xtl. cos (^ — z) — cos (tj + z)= — sinl^sinz. 

•VTTT ^ • "^ + ^ •» -^ • V • • 

XIII. — sin cos = sm (,+ sm z* 

r 2 2 

2 ^+^ ^ — ^ M 

XIV. — COS COS = COS (I + cos z, 

r 2 2 

„__ 2 . tJ+Z . ? Z 

XV. — sm sm =cos i, — cos z. 

r 2 2 

XVI. z n'elant pas > 90*, on aora z= sin z-f 
(sin z)^ 5(sin z)^ 5.5 (sin z)? 5.5.7 (sin -J)* . 

2.5/'* "^ 2.4.5r4 "*■ 2.4.6.7^« "*■ 2.4.6.8.9r» "*" 
5.5.7.9 (sin z)" ^^^ 
2.4.6.8.10,11/'*'» 

Deslgnant parj^lesinns de z^ on anra d[z 1 = 



cos z 



V 
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MTeT? "*" 2.4.6.8r« "^ 2.4.6.8. lor- "*■ ^^''•'^ "^^' 

T* 3y 3 5 y^ 

donc z=r+ ^ + ^^ + ^yp^ + 

5.5. 7 y*® 
— /^ ;i, — ft 4-eic. = infinitieme. lorsque r sera infi-^ 
3.4.6.8.9/-* > 1 ,/ 

oiticme; et =90** lorsquej- = r. 

CoroL I. Designant par A le termepr^cedent, on 

f 81 ri z I 
reduira facilement rexpression sin z -{-- — ,, , + etc> 

^ '1,0 r^ 

, . (sinz)'A 3'(sinz)»A . 5'(sinz)*A , 

asinz4- -^^ ^^- + f n . + \ J + 

2.3r* 4-^'' o.^r* . 

•7*(sin z)'A . g*(sin z)»A . 
8.9^* lo.iir* 

2. Puisque r est la corde dc 60°, c'esl-Ji-dire, de la 
six^ieme parlie de la circonference, on aura j r= sin 5o**^ 

A 5*A 5'A 

et par consequent 5o°= 7 r H =-7 + ; > . + -r: — 7 

* ^ 2.3.4 4*5.4 ^'V-^ 



7'A 

+ -^ — j +etc. = rXo, 52559877559829^^^.^^000 
0.9.4 

1 8o^ = (jry, o , 52559 etc. = rX 5 , 1 4 1 5926555897 elc. 

XVII. Dcsignant par e la basedes logarithmes hyper- 

boliques^ on aura re '^ =r ( i 4 — 

2r' 6r' 2 4^4 laor^ 720^® / 

z* 2^ z^ 

[9.def. 2.et4]on=r__ + ^-^ + etc.+ 

{'- &+i:^-^"'-) v/->] = cosz+(v/-i) 



sin z. 



XVIII, r»-' (cos /2z.+ (v/— i)*8in«2) r^/-»-^' 



2l4 PRINCIPE5 MATHEMATIQrES, 

(co«(+/i5)+(v/— i)sin(+/iz))=r— 'r^ r = 

(r^"^^y=(«>*( + ^)+(\/-Orin( + z))-J = 

(cof r+ (^ — I ) «in z)\ 

XIX. /— •co«nr=ir»(tf " +« ' ) =f 
(co«z+(v/ — i) «in zy+ } (cm z — (y/ — i)sio z)' 
:=z{cMz)" — n -^^^ (C05 z)"-' («in z)*+/i -^^ X 

- ;i— X — 7— (cos z)"-^ («in z)* — clc. 
/> 4 

XX. r^-' «in 722 = — ; '*l« ^" •— 

e ' )= — ; ((co« z+(v/ — I ) «in z)" — 

/ 2y/ I ^ 

(co« z — (y/ — \)viXizY)=n (co« z)""*' «in z — n • 

n — 2 x„ 3 , . Nj , ^* — ^ ^^ — 2/1—3 

X -j- (cosz)'»- '(«inz)'+/i -7-X— g-X— 7- 

X — F-^ (co« z)"-5 (gjn z)'— elc. 

XXr. (^co^z)" r==(r(tf*~^ + e ^^ ))'= 
r"fe'^ +/i^ »•. +« — ^ « r ^ 

/i X — ?r-e ^" +elc. )=r»-' (co«/i2 

2 r> / 

+ ( v/ — I ) ftin /2Z+ /1 co« (/i — 2) Z + /I (v/ — i)Mn 

(/l — 2)Z+W-Illl COS (/2 4)« + '*— — (v/ 0*»" 
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(/i — 4) '' + c*c. ) =r"~* f cos nz + n cos ( n — a ) 
J3+/1 — • — cos (/i — 4) ^+^^ — ; — X — r— cos(/i — 6) 

t 

z+ efc. j; car rien d'imaginaire ne doit rester dans la 
yaleur de (a cos z)\ 

CoroL I. sin /zz+/zsin (/i — 2) z+/i sin (/2—4) 

J5+ elc. = o. 

• . -/». /2 — 1 /i — T^^w — 2 

2. JLi^s coefncients /i, /i , /i X — ;: — ,etc., 

' 2 ' 2 :i ' ' 

font voir que lorsque n esl un nombre enlier, /i + i 

doit ^tre le nombre de termes de la serie cos /iz+/z cos 

(/1 — 2)z+ etc. [car ils reTiennent k ceux de la serie h. 

laquelle se reduit Texpression ( i +Q)% developpee d'a- 

pr^s la proposition VII du liv. IX]; et les coenicients 

n — 2, /i — 4 j '^ — ^ ctc. , indiquent egalement que le 

dernier terme doit ^lrecos (/i — 2/i)z=cos — nzy elpar 

eons^quent egal au premier terme cos nz ; que ravant- 

dernier doit ^lre n cos (/i — 2 (/i — i)) z = n cos — 

(n — 2) 2; et par conse'quent egal au second terme^ que 

le troisieme avant le dernier terme , doit ^tre egal att 

troisieme apr^s l^e premier; ainsi de suile. 

Designanl donc par m un nombre entier^ et par A I'e~ 

coefficient du (erme precedent, on aura (2 cos -?)'/" = 



^jm^m — 



* f COS 2/7IZ+2/?! COS ( 2/?I — 2) Z+ -r-^ 4 CQSsc 

(2/w — 4)z+ — = — A C08 (2/w — o)z+. .,... + - 

D 2^ 

.^ 2/W — (/?/ l) . , \ , 

Y^ : ^ A cos (27n — 2/») 1 z, et far coase-^ 



2l6 PRINCIPES MATH^MATIQUES , 

quenl 2'"*~* (cos z)""=r"""~' (cos !imz+2mciQ6{2m 

. — 2 ) -s H A cos ( 2m — 4 ) -2 + — 5 — -^ cos 



ii 



(2m — 6) Z+...H Ar). 1 

^ ' 2m ' lir 

5. 2*"»~' (cos 2 )*'*-■ =r"»~* [cos (2m—i)z+ 

2/11 — 2 

(2m — I ) cos (am — 5) zH A cos (am — 5)«+ 



am — r> 



A . V * 'W+ I . \ 

A cos (2m — 7) 2+...H A cos z . 

' m — I J 



4. 2'"*~" (sin z)*"* [ = 2*"'-* (cos (90*» — z))""= 



■••im — 



' ( cos 2m (90** — z) + 2m cos (2m — 2) (90'— 2) 

H Acos (2m — 4) (90*^ — z)+ elc. Jr=r'*-' 

f cos (mX 180° — 2mz) + 2m cos ((m — i)X i8o'— 
(2m — 2)z)+ A co? ((m- — 2)X 180" — (am— 

4)5) + etc. j]=r*"* — M +COS 2mz+ 2m cos (2m— 2) 

2m — 1 . 2m — 2 . , 

z A cos (2m — 4)^ ;= — A cos (am— 

6) z.., Ar V en designant par + le signe + 

lorsqnc m est un norabre pair^ et le signe — lorsquem 

est irnpair. 

5. 2""-' (sin z)*»?»-' I =2»«-« (cos (90° — z))'*'"-' 
f cos ((2m — I )X 90** — (2m — i )z)+(2m-- 1) 

cos ((2m — 5) X 90** — ( 2m — 5 ) z) H A cos 

((2m— 5)X90^— (2m — 5)z)+ctc. j ^^•"'-•r+sia 
(2m — i)zqp(2m — i>sin(2m — 5)z ^ZI-.Asin 






P^m — a 
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r\ ^^ — 5 k • f f\ m + i 
iam — 5)z — - — - — Asin(27n — 5)z — .... — 

A sin z j ^ en designant par + le signe + lorsque m est 
impair^ et — lorsque m est pair. 

PROPOSITIONS. 

XXII. tang (^+z) r=^lii!L(J±fi[cequiestfa- 

cile k deduire des premieres definitions de ce liv. XVI] 

sin X cos z + cos ^ sin z /r sin ^ ^ r cos z 

cos X cos z — sin tj sin z \ cos X' cos z 

r cos 5 r sin z \ / r* cos Z cos z r sin Z ^ 
s^ X '^ c? ^ X 

cos X cos Z / \ COS (, COS -5 cos z 



r sin 
cos 



in zXl t^Tig ^ + tang z 



sin?: + sinz ["2 . IJ + z ?— •^ ,^ 2 
aXIII. -; — 7T—. — i — sm cos "« — 



[^' 



sin X + sin z \^ r 2 2 r 

. ?— z X + z . X-\-z X — z ^+z 

sin cos = r sm cos "« cos 

22 22 2 

. X — -^n ^+^^ X — z 

rsm — - — 1=;= tang — - — *« tang 



2 ^ 1 



( 



^_-„- r r sm nz /•«— » sm nz 

XXIV. tane nz = =-z — ; rz=ir 

^ L cos nz fn-^x cos nz 

n (cos z)"""' sm J3 — '/i X — ^ ( cos z )" — * 

(sin ^)34-etc. ]*XJ ((cos z)" — /i ^ ' (cosz)"-* (sinz)* 

O- *.# ^ / sin 2 n—in — 2 / sin z V 

•T- etc. )=r ( n n X — =— X ) 

J V cos z 2 3 V cos z / 

+ etc.) ^ (._„!L=:ix(!^7 + etc.)]=. 
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- etc. ) *^ ( »— ' 



2l8 



n-i^(tangz^>^^/;^^H-2^n-^5 



'-i; 



h-i 



2 r 

, (tang z^^ 



'Jk 



— elc. J. 

XXV. z r= rji±±i}^^}i^ui^ 

L J r«+(taugz)» 



i.W 



IK^ 



/ 



Rin z '^ / (cos z)*s»nj|^ 



r*+ (tang z)' 



=/- 



r"+(langz)* 



^ frd sin z r sin zd cos z\ ^ /r$\n z\ 

_ /^ \ cos z ( c os z )' / / \ cos z J I 

*/ r*+(lang z)* l/ r'+(tangzy J 



ri 



/r*^lanp;z (tangz)' (langz)' 

(tang z)7 ( tang «)» 

;7^)-(e'^"-+.)] = ((.-«'^"-) 

r^_,)-^(,+c"^-')- 

. z[= — (v^— ,) i(v/-i)rfe=— (v/ 

_,) rZe^"^- =-(v/-i) r/ £211±i^Zlll!!!L* 

__ _ _ ^ ^^ cos z+(^— ,) sinz C0S8 _ _ 

C08 z r 



XXVII. 
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(V/-Or(z^+Z(.4.^v/-0) [=^ 
(^— (_^)) = — >/— ^ 1^^/ cosz + {y/—i)8\nz _ 

r/ cos (— z) + (^_i) sin ( — z) \n__ — y/— I ^^ 

|^C osz.+ (v/— i) sm ^ _ — y/— ^ ^j ^+(\/— ^^"6-^ 
• tsosz — (y/ — I ) sin z 2 r — (y/ — i)lang/ 

^ XXVIII. Les arcs de deux secteurs equiangles sont 
^tttre eux comme leurs rayons. 

Soient r, R, les rayons, et z^ Z, les arcs. On aura 

„ . /cosz • sin z , \ .-V , / cos Z sin Z 
2:Z::,7 (— + — ^/-i j:R/ ( -^ + — 

v/ — I \\ mais on a aussi r:A::cos 2:cos Z^ et r:R::sin z 

. - , cos Z . sin Z cos z sin z . 

:sin Z^ donc -j^- + -g- v/— i = — ^ + —^ V 

— I , et par conse'quent z:Z::r:R. 

CoroL Les circonferences de deux cercles sont entre 
elles comms leurs rayons. 

AVERTISSEMENT IIL 

Tant que Ton n'averlira pas du contraire, on ddsi- 
gnera toujours le rayon du cercle par i, et la demi-cir- 
ponference [= 1 80° = 5, 1 4 1 ^926 ctc. ] par iz, 

PROPOSITIONS. 

XXIX. a,h, elant deux nombres quelconques, on 
aura af^V-^ [= (c'*)* v^-' = 6^^'?)^^-« ] = cos Wa + 
( y/ — I ) sin bla. i 
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XXX. Soient ,, , — rr- le sinus, el ., , . ,,. ■ le 

r l^ 
cosinas d'un arc c : on aura ( « + ^ v/ — 0" 



■*■ v/(^'+A') ) =(«*+*')• (cosc+(v/—i)s;ncr 



m 



=(a»+i')*(cos mc+(y/ — i) sin mc\ 

X 

XXXI. Z (a + ^ v/— O [=^ ((«•+^')' (cos c+(v/ 
— i)sinc))=/y/(fl»+Z;*) + /(cosc+(v/— i)sinc)l 

= /v/(^' + ^*)+^v/— '• 

XXXII. Soit / un nombre entier et posilif : on anra 
l — a [=/ ( — a + o v/ — 0]=/«+(2* — i)i8o* 

v/- I. 

XXXIII. Designant par \ le logarithme reel de fl; 
on aura la^zX-^f^i — i) 36o°v/ — i. 

XXXIV. Designant par n un nombre entier et positif, 
je dis que les faeteurs trin6mes de tout polynome j:"— 

a" seront de la forme x^ — *iax cos 7c+a*. 

n 



X» 



Car supposant x" — a'» = o , on aura — = i = 

g(«i-a) v^-i c|'ou— = c " : 2 COS 1 

a ' a 

= e » +e » =- + -= ■ 

a X ax } 

21 — 2 

et par consdquent :c» — %ax cos •; ac + a*=o. 
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XXXV. Les facteurs trin6ines de x"+4i" seront de 

*a forme x^ — 2ax cos ^-fa*. 

n 

Supposant a:'* + a" = o , on aura — = — i = 

eia* i)7Cv^-i — = c » : 2 COS -JC 

a ' /1 

— --^v^— 1 7C\/— « X a\ x*+a* 

a xj ax / 

2i —— I 

^t par consdqnent x^ — 2.ax cos %+ a*z=o, 

n 

Schol, I. Les facteurs trin6nies que Ton trouve par 

cette m^thode^ sont illusoires^ mais ils renferment des 

£acteurs bin6mes r^els; car substituant; par exerople^ 

I; 2^ 3; 4^ ^^ I16U de if on trouvera pour le polynome 

x^ — a^, les facteurs x* — 2ax+a* -, x* — 2ax cos 3 ^ + 

a*5 -c* — 2flrj: cos 1 7c + «• 5 x^+^ax+x^^y dont les deux 

X* — 2aj:+a* = o, etx^-^2ax+a^=o, ne donnent qiie 

X — a=0; et x+a=0', d'ou il s^ensuit que x^ — a^= 

{x — a) (x+a) {x* — 2ax cos -j ^+a*) (x* — 2ax cos j 

ic+a*) = (j:*— -a*) (x* — 2ax cos |- 7c+a') (x* — 2aa7 

cos •§ ^+a*). 

2. De ce que le nombre t est infini^ on ne doit pas 
^ndure que la metbode proposee donne pour le poly-* 
nome x^+a'* plus de facteurs trin6mes .qu'il n*en faut; 
car en continuant de substituer toujours i^ 2^ 5, 4; ^ 
etc. ^ an lieu de t, on ne fera que revenir k ceux que 
Ton aura dejk trouves. Substituant^ par exemple i; 2^5^ 
an lieu de i, on trouve pour x^+a^ les facteurs x"* — 
2ax cos I ^+a*^ X* — nax cos 1 7c+a'^ et x+a-, cou- 
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tinuant de substituer encore 4; ^^ 6; on tronTerax^— 
aax cos^x+a*, x* — 2ax cos|7c + a', et x* — 2ax 
cos -y- %+a*, qui reviennent au m^me^ puisque les atcs 
I X et 1 7U, -^ ^, f 7U et ^ 7c, ont un m^me cosinus; donc 
la seconde substilution n'a fait que donner les m^mes 
facteurs. Ainsi de suite. 

XXXVI. Soit p un nombre positif ; x^ — pa:=y, ^ ^* 
non > ^ p' • et ' , le cosinus d'un arc d^ignd par 



5a : je dis que x = { ^\/^ 1 



cos a. 



Car la prop. XIX de ce livre donne cos oa [=(cos af 

— 3 (cos a) (sin a)'=(cos a)^ — 3 (cos ^) (i — (cosa)")] 

5 
= 4 (cosa)' — 3 cos a; cc qui, en mettantjXv/- 

et ■ " ^, k la place de cos a et de cos 3a . donne ^= 
^Ps/p 

x^ — px. 

SchoL II faut que \ (/* ne soit pas > ~^*, afin qac 

^ , ne soit pas > i : car, sans celte condition, oe 

anroit un cosinus " ^ plus grand que le rayon i; 

ce qui est impossible. 

XXXVII. Tout secteur de cercle est la moitie' dii 
produit de Tarc qui lui sert de base^ multiplid parle 
rayon. 

Soient ABC le secteur, CD perpendiculaire Ji AC; BD 

parall^le a AC, r le rayon, et z Farc AB: on aura ABC 

[= ABDC — BCD=/cos zd sin z — \ sin z cos z= 

ycos zd fAVLZ — Ty*(cos zd siu <3+ sln zd cos z)=/cos^ 
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iz cos z - /y Jz cos z . ^z sin z \ 
— -Ji^coBz— s.nz— — j=- 

CoroL I . Le cercle sera donc [= J r X 2rx] = ii:r'. 

2. II suit de ce corollaire^ ainsi que de la propositioQ 
SLVIII du liv. XV, que la pyranaide conique vaut le 
tiers de sa base multipliee par 1a hauteur. 

XXXVIII. Designant par^un segmentspbeVique, en- 
gendre par une revolulion complete du segment circu- 
laire compris entre Tarc z, le sinus de z, ct le sinus verse 
'de z autour de ce mdme sinus verse ; trouver la valeur 
de 5. 

On atira s \^=f% (sinz)' dsiny z=%f{*ir — sinvz) 
(sinv z) Jsinv z=:%f{ir sinv z — (sinv zY) d^\ny z== 
ic(rJ^siBV zy — |(sinv zY)'\ sera=7c (sinv zY (r — | 
«invz). 

CoroL La spbere sera donc egale h % (2r)*(r — -j 2r) 
i= l^ ccr^ = ^ X ^rizr* , c'est-i-dil'e , egale aux deux 
tiers da cylindre, qui auroit le diametre de la spbere 
pour hautear^ et le cercle de ce diametre pour base. 

AXIOME. 

La surface plane est plus petite que tonte autre sur« 
faceappuyde sur le m^me contour^ et la surface qu'au- 
cane droite ne sauroit rencontrer dans trois points, est 
KUoindre que toute autre surface qui Fenvelopperoit en 
B*appuyant sur le m^me contour. 

XXXIX. La surface courbe de toute pyramide coni- 
^ue dont Taxe tombe perpendiculairement sur la base, 
^t ^gale k la moilie du produit de la circonference de 
U base multipliee par la droile compnse entre celte 
circonference et le sommet de la pyramide. 
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On demoiitrera sans difficulte; que dans uhe pjriL' 
mide dont la hauteur tombe perpendiculairement surla 
base^ toutes les droiles comprises entre le sommetetla 
circonfeVence de la base sont egales. Soient donc G le 
centre de la base; AB une partie de sa circonference ; 
AC^ BD; deux coordonndes perpendiculaires entreelles^ 
EF uneautre ordonnee j et supposons que GBH toncbe 
ja circonference au point B^ et rencontre en G^ H^Ies 
droites CA , F£ , prolongces ; menant BE et GI paral- 
lele k B£ I et tirant du point L les droites LA^ L6; LE; 
LF, LH, on aura Bm EL-f-BEm > BEL, c'est-a-dire, 
Bm EL-I-BE772 > | BE X v/ ( ^^-7 — ? 6% ) > et BwEL 
+ BEm < BLH -#- ELH-^ BEH, c'est-^-dire, BwEL 

+ BEm < I BH X BL -f- i EH X FL -f- i EH X DF, 
cc que Ton dcmontrera facilcment : on aara donc 

^>vX^v/(BL,-iBE,)_^,.* 

BGXBL BI BEm 

< ' ^ DG +'^ DG^ FL+-EH— -jj-. 

VVfM 

Soient AD constantC; et DF infinitiime: on aara-=r|jr 

1 ^ "DF"' ^'^^^"^'^''^^' < lEH I infinitiime, et par 

, BmEL GI __ •/,,,, t 

consequent— gpr- > i X -jjtt X BL — inbnitieme: mM^ 

GI=BG-infiniti^me5 donc ?g|t > i x |^ XBL 

nrr w n£| 

— infiniti^mC; et par conseqaent > 1 X — fif^ 

-inenitlime, et < 4 X ^^p^ + iX^'K^ 

. , „„ BEm , ... , BH X BL . 

+ jEH — -^ , c'est-k-dire, < i X -r^— + •"' 
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^ . . V ^ ^ , BmEL I , BH X BL 
fimueme. On atira donc — =-=, X — tvS — 9 ou 

AE L — A BL 1 BHXBL .-..., 

-*— ' — DF " a t)F — ~ •nfiniU6me, on =o. 

Soit AD racine de la flnente ABL^ et DF flasion d'ADx 

.^ BH X BL sera la fluxion d' ABL , et par cons^quent 
ABL = 1 BL/BH = 1 BL X AB. 

CoroL On de'montrera ^ suiyant le m^me style ^ que 

la snrface courbe d'un cylindre^ eleyde sur la circonfd- 

^nce de la base du c6ne; est dgale an produit de la 

icirconference multiplide par la hauteur. 

■: XL. Soient AC^ BD^ deux ordonnees perpendicu- 

^ laires sur Tabscisse CD de Farc de courbe reguli^re 
AB, concaye yers Tabscisse CD: je dis que aTcyBD X 
4AB sera la surface que Tarci AB decriroit en tour-* 
nant autour de Taxe immobile CD. 

Soil CF Tabscisse, et EF Tordonnde de Tarc ABEj 
par le point B menez la tangente GBH comprise entre les 
ebordonnees prolong^es. Imaginezles surfaces BELPM, 

. BiELPM, BHNQM, decrites par la corde BE, par Tarc 

BiE, et par la tangente BH, dans une rdyolution en-> 

iLere du plan BF autour de Faxe GF. On aura B/ELM 

+BMO+EPL+2BEi >BELM+BMO+EPL, c'est.k^ 

dire, BiELM > BELM — aBEt 5 et BiELM + BMO + 

EPL+2BEj<BHNM+BM0+HQN+2BHE, c'est.k^ 

dirc, BtELM<BHMN+EHNP+2BHE/. On raison- 

Hera de m^me a T^gard des surfac^s sitndes de Vautre 

c6t^ du plan BP. Soit s la surface decrile par Tarc BzE: 

on aura $ > 2BELM— 4BEt et < 2BHNM +2EHNP 

+4BHE/: mais 2BHNM [=7c X FH X GH— tu X BI> 

XGBl=iji; (BD+FH)XBH^ 2BELM=;u(BD+EF) 

i5 
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S 



XBE,et2EHNP = ?c(EF+FH)XEH5 doncgj;> 

r. (BD + EF) ^ — ^, et^ < % (BD + FH) 

BH ^^ ^,EH 4BHE» ^ ^^ 

gp + « (EF+FH) gjr + ^^p . Supposons CD cons- 

EF 
tant; et DF infinitiime. Poisqne ^|7= i + infinitli- 

me; et ^tf=' — infinitiime, cc qm est facile a de- 

montrer^ on aura =r^ > « ( aBD + BD X infinilieme) 

( 1 — infiniliime ) jr^ — ^ : mais BEi est < BEH; 

et par consdquent < 7 DF X (FH— BD); donc«> 



% {2 + infinitieme) (1 — infinitifeme)X 



DF 
BDXBH 
DF 



a (FH_BD), cW-aire,^>if><^XBH± 

(. infinitiime ou o ). On trouTcra de m^me ^r^ < 

lir 

iTcXBDXBH , , .. ^ .^.1 V 1» * .« 

- — - p + (mbniueme ou 0)5 d oii il suil que 

5 ^ 27CXBDXBH ,. g ... V . ^^ 

DF ^ DF (infiniueme ou o), etgg< 

arwXBDXBH^ ,. ^ ... , ^ , . 
=r= h (mnnitieme ou o), et par conseqoent 

5 a^XB DxBH . 

jr^ — =rp = o , ou =3= innnitieme. bop- 

posant donc DF=dCD, on aura a;cX.BDxBH=aic 
XBDX^B=*. 
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CoroL I. La surface courbe du segment spli^rique^ 

lont il est question dans la prop. XXXYIII de ce liyre^ 

r • j r — rdt^o^ z . ^j 

iera=27u/ sin zdz = 27c / ; sm z = 27crfa 

^ J sin z ^ 

liny J5=27ur sinv z. 

^. La surface de la sph^re sera donc 4^/**; ce qui 
ferient a quatre grands cercles de la sph^re^ ou k la 
sur&ce courba du cylindre circonscrit=27crX ^^* 
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A dtant rorigine d^une courbe r^guli^re AB^ situdd 
dftns un plan ^ si Ton donne le nom de p6le \ un point 
C; clioisi k Tolont^ sur le mdme plan ^ on appelle rayoft 
vecteur toute droite AG^ ou BC^ comprise entre le p6Ie 
et la courbe proposee ; et Fe^quation qui exprime le 
npport qui existe entre un rayon yecteur quelconqud 
BG^ et Tangle AGB^ se nomme dquation polaire de la 
(owbe. 

PROPOSITIONS. 

XLI. Lorsqu'on suppose Tangle AGB racinc; on a 
iKq X ^AGB egal k la fluxion de Taire ABG ; et si 
ron &dt le triangle BGB reciangle en G, et le c6te' BD 

togcnl en B, on aura dBC~ ?^ ^AGB, et JAB==5 

Ptenant Uangle BGE, forme' par deux rayons vectcui^s, 
pooc flux.ion.de la racine AGB; etdecrivant du ceutre C 
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mwec le fitob BC, Tarc de cerde B/G , on anra i :BC:: 
BCE:ByG, et par coaseqDcnt BfG=zBCdACB ; d*ou il 
sait cjne \c sccleiir BGC^jBC^dlACB. Sapposant donc 
ran^le ACB constaat, et dACB infimtieme, on aiira 

BGC . AEC— ABC ^ BCvJACB 

5acb ^^'^'^ -*•* — Sacb 5acb-^* 

cest-i-dii«, <EGXBCX<UCB; iaac ^^~t^ 

i BC^aL\CB ^^ ^ , ... 

— ~ — J\CH — "^ ^^ ^ ' ^ P*'" coDseqnent infam- 

tieme, si Ton sappose ACB constant, et BCE infini- 
tieme; car on anra alois BC constant et £G infini- 
tieme; donc i BC^iiACB^d^ABa 

Tirant les dixHtes BE^ BG, et faisant Fangle CDH=: 
i BCG, et Fangle HDI=GB£, puisqoe BC=:CG; et 
par conseqnent Tangle BGC=CBG^ on aura BGC + 
i BCG=9o« : mais DHC + CDH=9o% parce que DCH 
=90"^ donc DHC+ ^BCG=90% et par conseqaent 
DHC=BGC, etDHI=BGE : mais HDI=GBE j donc, 
cn prolongcant CB, on anra nn triangle DHI semblable 

FT* TTf 

au triangle BCE, et par cons^quent ^^^ = =— . Baison- 

nant comme on Ta fait dans la prop. XHI du liv. XYy 
on ddmontrera facilement que Tangle ACB constant^ et 
BCE infiniiieme^ rendent DH=CD-f infinitieme, HI 
= BC + infiniti^me, etB/G=BG (i-f- infiniti^me). On 

, CE— CB BC^ EG BC<7 

^"^" ^^°"-^ACr - CD =5ACB - CD = "**** 

EG EGXBC EGXBC BCXHI 

JACB ~ B/G — BG ( i -f infiuiudme) ~ DH 
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. - , ., , B€ X ( BC + infinitieme) , 

(i — maiutieine)=: ^,^ , . ^ . .. (i — inr 

^ / GD + mbnitieme 

finitieme j = -=2. + infinitieme ; donc ^mq ^ACB == 

BD^BC 
^fBC. O» t^-ouvera de la in^me maniere JA?= — ctT^ 

XdACB, 

Corol. (rfBC)«+(BCXrfACB)» r^^^V (^fACB)^ 

^.BG^ (^eB)^=.= ^^^X^^+^^^X^^y (c^CB)^ 
^ 5C^a,(^CP)-]^(^AB)v 

XLII. Ihkn» nn. tri^ingle rectiligne queloon^ue, les si- 
nus dfea angles sont conHne )es cd[t^ oppos^s. 

Dans le triangle i^BQ caupc»^BJ) dgal aji rayon r d'un 
cercfe clioisi k Tolonte pour en mesurer les angles , et 
tilrez D£^^ AF; perpen^iculaires a BC. On a r:D£::AB 
sAF, rX AF^ARXDE, rX AF=AB.X sin ABC| 
et on trouyera de m,^me- p. X AF = AC X siu ACB :. 
^onc ABX sin ABG=AC X sin ACB, et par coQsequent 
AB : ACr. shi AC^:«iA ABC^ 

XLIII. Dans tout triafigle cectiligne, ^a somme de 
deux Q6tds est a leur di£ference comme la tangente de; 
la denii-somme est k laj^ngente de la demi-di£fe'rence 
des deux angfes opposes a Ges.naL^m.eS(c6tds. 

Car AB:AC::sin ACB:sin ABC, donne AB+AC:AB 
— r-AC::sin ACB+siuABC^sinACB — sin ABC [ce qui 
est facile h demontrer] :: tang 7 (ACB + ABC):tang* 
i(ACB— ABC) [16; 23]; 

SchoL Les c6tes AB, AC, et Fanglie- compris e'tant 
doniidS; on. trouyera facilement les deux autres aifgles- 
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du triangle; car la demi-soniine de ces deox aiigles 

jetant = 90* — 7 BAC , on pourra trouver \ ( ACB — 

ABC)^ et par cons^quent calculer 7 (ACB+ABG)-]- 

\ ( ACB— ABC)=ACB, et^ (ACB+ABC)— \ (ACB- 

ABC) = ABC. 

^»,xr . , A«^x. r* ^ AB + BC + AC,, 
XLIV. ( cos \ ABC )• = y X i^ — ^ 

AB + BC — AC 

^"■bc • 

^ „_, ABXcosABG^ .. ^ ., , t^ 
Car BF= [ce qui est facile a demdiH 

trcr]= — 2 gtZ 2 [,3. 2]^ d*oii Ton tirecos 

'•^- '^A°b'J;^'"' X ., e. (c t ABC). [=1 

ABC + o ABC — o r, .• ^ \ 
X a cos cos = — (cos ABC+ces oj 

[,...« = i(c»ABC+0=i(*5S+ggS 

V r j-r ^ — C! V AB^+aABXBC+BCy — ACy _ 
^ "^ y ~ 4^ ABXBC "^ 

r' (AB + BC)' — ACy "]_r* AB + BC + AC ^ 
4 ABXAC J""4 AB ^ 

AB + BC— AC 
BC • 

DEFINITIONS. 

yill. Lorsque deux courbes et deux de leurs Xvor" 
gentes rectllignes aboatissent ^ un m^me point^ raa" 
gle forme par les deux tangentes s*appelle quantit^, 
4e Varigle ^ que ces deox courbes forment eotre 
dles. 



i 
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IX. Toat triangle dont les c6t^s sont des arcs de cer- 
ies de'crits da centre de la sph^re^ et situes snr sa sur* 
ice , s'appelle triangle sphdrique. 

X. Si nn diametre de la spli^re traverse perpendica* 
lirement le plan d'un cercle qui pas^e par le centre. d^ 

sphire, et se termine k sa surface, les extremit^s da 
iametre sont les p6les de ce cercle. 

PROPOSITIONS. 

XLY. Soit r le rayon de la sphire, ainsi qae da cer- 
le dont on se sert pour mesurer les angles : je dis que 
lans tout triangle spherique les sinus des c6tds sont 
(omme ceux des angles opposds. 

D^ignant par ABC un triangle sphdrique ^ etparD 
e centre de la sph^re^ tirez BD^ et du sommet A baissez 
\Si perpendiculaire sur le plan GBD -y du point E ^ oii 
e plan coupe la droile AE^ menez EF perpendiculaire 
i BDj joignez AF et levez FG perpendiculaire au plan 
^BD. Les droites AE^ FG, AF^ EF^ seront situees dans 
m m^me plan y tu qu'AE est parallele ^ FG: mais BF^ 
[ui est perpendiculaire k EF et K FG^ doit T^tre aussi 
i AF, et d*ailleurs toute tangente au point B des arcs 
^B, BG > doit j rencontrer perpendiculairement la 
Q^me droite BF; donc on aura Tangle ABG==:AFE. 
)r, AE:AF::sin AFE:sin AEF^ donc AE:sin AB::sul 
lLBC:r; d'oii l'on tire sin AB sin ABG=AEX^- On 
roorera de m^me sin AG sin AGB=AEX ''; donc sln 
iBsin ABG=sin AG sin AGB. 

SchoL I • Dans le triangle ABG soit BAG un angle droit^ 
^rolongeant les c6t& AB; BG, AG; yers D, E; F, jus-j 
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qu'2i ce qa'ils deyienAent cliacan cle go**, on d^fnon* 
trera sans difficult^ que chacun des arcs DC^ EG; FC, 
doit dtre de 90*"^ et que par consequent les pointsO; 
E; Fy appartiennent k Tarc D£F d'un grand cerclei 
dontle point C reprdsente le p61e. Ainsi^ les arcs BD| 
B£^ DE; AF; sont les compldments des arcs AB^ BC, 
EF^ ACy et par consdquent DE est le compldment de 
Tangle ACB, ainsi que Fangle BDE Fest de Tarc AC 
Cela posc; il est clair qu-^ Taide de la proposition pr^- 
cddente^ et du triangle BDE [qu^on appelle triangle 
complSmentaire ] , on pourra rdsoudre la questiojri siii- 
Tante : Consid^rant dans un triangle spMrique recr 
tangle les trois angles et les trois cdtSs, et connoisr 
sant trois de ces six objets, dSterminer Vun des 
trois autres. Mais pour en faciliter les solutions^ oi^ 
pourra aTOtr reconrs a cet autre tlieor^me : tang AB=;8iiL 
AC tang ACB^ dont voict riuTestigation. 

La proportioii des sinus donn^ sin DBE sin BD==r* 
sin D£, ou bien sin ABC cos AB=r cos ACB : mais 
on a aussi sin ABC sin AB = sin ACB sin AC: d'oii. 

sin ABC sin AB sin ACB sin AC . r sin AB 

fiin ABC cos AB "^ r cos ACB ~ cos AB 

TTTrr sin AC : donc r tanc AB=sia AC taqa ACP. 

cos ACB ' ^ . o . . 

Lorsqn*nn seul trianglccompldmentaire nesaffitpoint 
pour obtenir de suilc les solutions dont pn parle, on a 
recours au second CGH^ situdderautrec6td. Supposons 
par exeraple que le c6te' AB et Tangle ABC dtant donnds, 
on deraande le c6te BC oppose a Tangle drolt BAC. II 
est Tisiblc quc Ics deux tbdor^mes prdcddents ne sont 
jpi^$>appllcables^ ni immediatement au triangle ABC^ ni 
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ati complemetitiiire BDE ; mais en ayant recoars k 
CGH, reqaation r tang AB = sin AC tang ACB don- 
nerar tattg CH = sin GH tang CGH, c'est-kdire, rcot 
BC^cos ABC cot AB, d'ou / cot BC=/ cos ABC + / 
cot AB — Ir, Ainsi , toutes les fois que les yaleurs du c6td 
AB et de Tangle ABC seront donn^es en degres^ minu- 
tes f etc. , on connottra celle de BC par le mojen des 
tablee vulgaires de sinus, tangentes, etc. 

2. Designant par A un arc quelconque^ on voit qne 
»nA=sin(i8o° — A), et que tang A=tang — ( i8o' 
i— A); d'oii il suit qu'en pareils cas, on pent ignorer 
soayent lequel de ces arcs A, (i8o° — A), ou — (180* 
— A), satisfait au probl^me que Fon a en vue de re'- 
Mmdre. Les propositions suivantes^ qui ne sont pas 
bten difficiles k demontrer^ aideront dans plusieurs cir- 
constances a les distinguer. I. Bans tont triangle sphe- 
riqne, le plns grand angle est oppose au plus grand c6tc^ 
ct le plas grand c6te est opposd au plus grand angle. 
n. La sommerdes angles est > 180°, et < 5X 180°; et 
la s^mme des c6tds est < 560"*. HI. Dans tout triangle 
Bphdriqne rectangle, cbaque c6te deFangle droit est> 
90*, on < 90°, ou=9o°; selon quc Fangle oppose a ce 
rtt^est >9o°, ou <9o**^ 0^=90^ IV. Le c6t^oppos^ 
H'aDgIe droit est ^^o**, lorsque les deux autres sont 
4« la mSm^ espkce, c'c8t-a-dire , lorsqu'ils sont tous 
ieaiplus grands on tous deuxplas petits que 90°; le 
^t^ opposd a Tangle droit est > 90*"^ toutes les fois que 
k» Jcnx autres sont de diffirente espece, c'est-k-dire, 
l*on plus grand et rautre plas petit que 90°. V. Les 
^h de rangle droit seront de differente espece ^ si le 
^ opposd a Tangle droit est > 90°; et si ce c6te est 
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< 90^1 les deax aatres seront de la m^me espiee^^^^esto 
li-dire^ toas deux plus grands oa toas deax plas petits 
qae 90*". YI. Ghaqae c6t^ de Fanj^e droit; et rangle 
adjacent a ce c6t^ , seront de la m^e ou de diflGdrenti 
esp^ce, selon qae le c6t^ opposd k Tangle droit sera 
plus petit ou plus grand qae 90*^. 

XLVI. Si deax triangles spheriqaes sont places de 
telle mani^re qae les sommets des angles da premier 
soient les p6Ies des c6t^s du second^ je dis que les som- 
mets des angles du second seront les p61es des c6t^ dti 
premier ^ et que chaque c6t^ sera le suppUment de Tan" 
gle oii il a son p6Ie. 

Soient A^ B^ G, les p61es de DE, EF, DF. Si oa 
prolonge AB, AG, jusqu'aux points G, H de BE^ on 
aura AG=9o^ , AH ==90*' y et par consdquent E sera le 
p61e d*AB. On trourera de m^me J), F, p61e8 d'AC et 
BG; et puisque DH=9o% 6t GEs^o'*^ on anra D£+ 
GH[=DH+HE+GH=DH4.GE] = i8o«: maisGH 
=BAG; douc DE+BAG=i8o''. Si on prolonge BA 
ju8qu'au point I^ on anra ^1=90"*^ AG=9o^^ et par 
cons^quent AB+GI [=AG— BG+GI=AG+BI] = 
180«. Etc. 

SchoL Ges triangles s'appellent supplSmentaires entie 
eux. 

XLYII. Dans tout triangle sph^rique ABC^ on a 
r* cos BG = r cos AB cos AG + sin AB sin AC cos BAC* 

Menant du point G Farc CL perpendiculaire sur le 
e6td AB prolongd/s'il est n^cessaire, on aura dansles 
triangles rectangles qui en r^sulteiit^ cos AL cos CL=7' 
cos AG; et cos BL cos GL=r cos BG^ et par cons^ueat 
eos BG cos AL=:cos AG qos BL: donc <^os BG=:^ 
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eos AC cos BL cos AC cos ( AB — AL) cos AC 

cos AL cos AL r cos AL 

(cos AB cos AL+sin AB sin AL)^ ce qni donne r' co9 

«^ . ^ ^-n , ^ cos AC sin AB sin AL 

B€ — r cos AC cos AB H r-= : mais 

cos AL 

dans le triangle rectangle^ on a r tang AL = cos BAG 

.^ , , ,. rsinAL sin AC cos BAC 

•tang AC, cest-a-dire. t-t- = tt^ * 

^ ' ' cos AL cos AC ' 

donc r* eos BG = r cos AB cos AG + sin AB sin AG 

eos BAG. 

1. 

XLVIIL r» cos BAC [=— r> cos DE = — r cos DF 
cos EF— sin DF sin EF cos DFE] =sin ACB sin ABC 
cosBC — r cos ACB cos ABC. 

YTTY T\r r^ sin AB 

XLIJL. «ai^g^^— cojBACsinABC+cosABcosABC; 

6ii a r» cos BC=r cos AB cos AC + sin AB sin AC cos 

BAC, et par consequent r» cos AC=r cos AB cos BC+ 

nii AB sin BC cos ABC. Multipliant 1a premi^re equa- 

tion par r, et snbstituant la iraleur de r» cos AC^ il vien- 

in r^ cos BC = r (cos AB)' cos BC + cos AB sin AB 

8in BC cos ABC + r sin AB sin AC cos BAC, et par con- 

i^ucnt r" cos BC — r (cos AB)» cos BC = r (sin AB)* 

eot BC=cos AB sin AB sin BC cos ABC + r sin AB siu 

4« «lin, . A« cos AB sin BC cos ABC , 

AC cos BAC, et r sin AB = ^t^ h 

' cos BC 

rsinACcosBAC . . .^ sin BC sin ABC 

— sp; : mais sin AC = ; — ^^-r^ , 

cos BC sm BACi 

parce que sin AC:sin BC::sin ABC:sin BAC ; donc, 

•Qbstituant la Taleur de sin AC, et multipliant par r, 

ilnendra r* sin AB = tang BC cos AB cos ABC+ tang 

BCcotBACsinABC. 
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» r%x^ r r*8iiiAB — tangBGcosABcosABCl 

L. cot BAC = JL . 

|_ tangBGsmABG J 

cot BC sin AB cos AB cot ABC 

~ sin ABC r ' 

LI. (cosi BAC).= ^">»^(^"+^!^+y <^yAB+AC- 
^ ^ sinABsinAC 

_ r»cosnAB+AC+BC)cos(i(AJB4-AC+BC)— BC) 

sin AB sin AC 

Car la proposition XLYII donne cos BAC = 

r*cosBC — rcosABcosAC . , ^ „1,, 

; — rr=r-. — m j ct paF conseqnent cos BAC 

sm AB sm AC * 

r* cos BC — r cos AB cos AC + r sin AB sin AG 

+ f r= ^ -.73 

sin AB sin AG 
r^cos BC— r* cos ( AB+AC) _ 
sin AB sin AC " 

ar»cos^(AB+AC + BC)cos^(AB+AC— BC) 

sin AB sin AC 

,T>A/-N* BAC+o^^ BAC— o r. 

(cos 7 BAC)» = cos -^ X cos = — (co» 

a 2 2 

BAC + r)j donc (cos ^BAC)*= 
r* cos 1( AB + AC + BC) cos 4 ( AB + AC — BC) 

sin AB sin AC 
Schol. Ponr rdsoudre les aatres cas, on tirera Taro 
CL perpendiculaire sur AB ^ ce qui r^duira le triangle 
propose a la somme de denx triangles rectangles^lorS'^ 
que les angles oppos^s k la perpendiculaire seront toas 
deux aigus ou tous deux obtus; on k leur diffdrence^ 
lorsque Tun de ces angles sera aigu et Fautre obtas; 
car les anglesCAL^ CBL^ opposds au mdme c6t^^c 
Tangle droit^ doirent ^tre alors tous deux obtus on toos 
deux aigus , selon ce qui a e'te dit schol. 2, prop. XLV; 
liv. XVI. Les tables trigonomdtriques les plus ordinaire* 
offrent des r^gles qui abregent beaucoup ces calcnlfi. 
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LII. La surface de toot triangle sph^rique ABG est k 

selle de la spUre comme ABG + ACB + BAG— 180'' 

Bstk2X36o^ 

Prolongez les c6td8 jusqa'k ce qu*ils se rencontrent 

en I) ^ E ^ F ^ en devenant des cercles complets. Par les 

points G^ F^ menez un autre cercle GGFH^ qui ren» 

eontre ABD en G; snr la surface de la spHere et dans 

des plans perpendiculaires a Faxe CF ^ decrivez les arcs 

A^^ £f. Les centres de ces deux arcs seront situes dans 

Taxe CFy et on d^montrera facilement que Textr^mit^ 

du sinusverse de FAsera le centre d'AA, et que Textre'- 

mitd dtt sinus verse de G£ sera celui de Farc £/. On 

d^knontrera ^galement que la surface decrite par Tarc 

C£ dans tttie retolution enti^re autour de Faxe CF, 

est k la surface CEi comme 56o° sont k Pangle £CG. 

ITommant donc Fangle BGE^ x et £CG^ dx, on aura 

Seo^X sinv CEiCEiy.^eo^^.dx^ouCEizzzz^smyCE) dx; 

Soh. il suit que la surface queTarc CG decriroit autour de 

Taxe GF ^ le point i d^crivant Tarc lE y sera pareillement 

^gal a sinv CGX^-a;: or^ la surface £GI est plus petite 

qae la diffe'rence entre ces deux surfaces^ c*est-k-dire^ 

EGt 
< ( sinv CG c/i sinv C£ ) dx ; donc --3 — < sinv 

C6 7) sinv CE : mais x constant et dx infinitieme 

lendent sinv CG c/d sinv CE infinilieme ; on aura 

CDG— CDE CEi r EGn . ^ . 
flOBc alors ^— ^ — = -^ — = infani- 

CEi 
tiime^--7 — [=sinv GE] constant, et par consequent 

CEI fluxion de la surface GDE. On demontrera de 
^Bohat que FAH = fluxion d'ABF : mais les surfaces 
CEi^ FA&; 8ont egales; ce qui est facile k demontrer^ 



\ 
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donc les triangles CDE^ FAB, sonl ^gaux. lYommons 
rangk BAC, a; VukgjLe ABC, h-, TaDgle ACB^ c; et la 
snrCice de Is sphere, S. On aara surface CAFBC:S::c; 

36o-, et CAFBC = =^ X S: mais le triangle CDE= 

ABF; d<»ic ABC+CDE= ;r^ X S. Et paisqu'on a 

aassi ABC + ACD [=BADCB] =3^-; XS, et ABC+ 
BCE=^:^ X S: donc SABC+BCE+ACD+CD£=r 

JUO* 

a+^+c 



S60* 



X S: mais ABC + ECB + ACD + CDE=iS; 



donc aABC + i S = ^t^^^ X S, et par conscqncst 
ABC=li±ti=li^XS. 
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PROPOSITIONS. 

1. JLiTAifT donn^s Tarc AB et le point A d'ane sec* 
tion conique , mener une tangente par le point A. 

Ajant trouvd le sommet G^ et la position d'un dia- 

^itre quelconque CD^ on menera Tordonnee AD pa- 

x^all^le auxcordes qne ce diametre doit diyiser en parties 

^gales; et designalit AD par ^r^ ct CD par :r^ on trouyera 

les coefficients A et B, qui rendent j^* = Aar+Bo;*. Soit 

A£ la tangente^ et £ le point oii elle rencontre le dia- 

knitre CD prolongd. On aLnrsiiyEijriidxidjr [i5. i^]^ 

doc 
ct DE^j' -T— : mais r^quation donne ^ydj^^iiLdx + 
djr 

dx HT , -^T, 

oBxdx, et par consdquent -r- = . ^ ; donc DE=: 

ar* A+Bar ^ 

A+aBa:~ A+aBx ^ ' 

CoroL I . Si la courbe est une parabole^ on aura B =0 ^ 
etDE=2x. 

2. Si elle est une ellipse; et F le centrcy on aura^ en 

ddsignant par/Ie demi-diametre CF^ et par g Fautre 

2fir* ff* 

demi-diamitreconjugud; A=-y-; B= — j^y et DE= 

2/ — X 

-^ X» 

f—x 
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5. Si le sonunet da demi-diam^tre ^ dtoit le point Je 
coDtact, on aaroit D£=' — ^ expression absurde qol ne 

designe autre chose sinon que la tangente menee par ce 
sommet ne sauroit rencontrer rabscisse : donc toate 
tangpnte menee par le sommet d*un diam^tre^ est parat 
lele a Fautre diametre conjugue. 

4. Si Ton suppose x '>/, la valeur de D£ deTiendra 
ndgativc; c'est-^-dire^ que rabscisse et la soas-taogente 
seront alors en sens contraire. 

S.Bf[=^../-x=^]=^. 

II. Dans rellipse y la somme des carrds de deux dia- 
metres conjtiges^ est toujours egale k la somme des 
carrcs de deux autres diametres quelconques conjugues. 

Soient AB^ AC^ deux demi-diametres conjug^^ AO 
un demi-axe; fi£^ CF, perpendiculaires k AD^ BG^ 
parallMe a AC; AD = <ij Fautre demi-axe = ^; et AE 
= x. On aura fiG tangente^ comme ^tant parallele a 

AC, AG= ^, EG= ^ -x= t—±., BE9=i 

( a* — X' ) , et par consequen t ^pr- = tj- : mais les tnan- 
gles semblables donnent BE9:EG^::CF^rAF<7; et par 
consdquent AF7 = gg| X^^?= ^ XEGxCF? 

= ^ XEGXCFy : mais on a CFy = -^ (««—AF^); 
, .„ EG , EG^._ ._ «'XEG 



^a 



a'— -x%etCF7 = — (a* — a*+x»)= — j-,etparcott- 



■ 

uvre xvn. :a4i 

-rffl» — x») +«' — ^'H r- = a»+6»:donc, elc. 

III. Denx parallelogrammes circonscrits a rellipse 
fiont ^gaax, toutes les fois qne leurs c6tes touchent la 
coorbeaux extremiteis de deux diam^tres conjugues. 

Achevez le parallelogramme AG, et menez CH per-< 
pendiculaire a AB. CG sera aussi une tangente -, et puis- 

que sin BAE= ^, cos BAE = ^-^, sin CAF = — , 

/^Aw AF . „._ BE AF 

ei cos CAF= -r-p^, on aura sm BAC = -t-b X tft + 

^X^j d'oii CH [=ACXsin BAC] = 

BEXAF+AEXCF . , _,^ 

■ ' , et par consequent le parallelo* 

gramme AG = CHX AB= BE X AF + AE X CF = 

— ^(a*— X») jv/(a»— x»)+j?— =a^:maisAG 

est le quart de Fun des parallelogrammes en question^ 
donc^ etc. 

TV.' Soit df=.dX\/ r^quation d*une courbe 

dont les coordonndes x yjr , sont perpendiculaires entre 
elles : on demande la sous-tangente. 

La sous-tangente sera a^ comme dx est^ djr, comme 
y/x est h. y/ (2r — x) , comme x est Ji ^/ (^-^«^ — ^^)^ 
e!est-&*dire 9 comme Tabscisse x est au sinus d'un arc 
circolaire^ dont le sinus yerse est o^; etle rayon r. 

ar — X 



SchoL Uordonn^e j^ sera z=zfdxy/ 



X 

16 
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— ; dx = /— dx, Solt z le plis 

X {^r — x) «X V \ 

petil arc posltif dont le slnus vcrse est x: on aara j-=: 

/r -j- Cv>s z . , /^ —nl cos z , /* — cos z^cosz 
Hhsinc '"J sin z ^J 



siia z 

cos z d^ 



~ ± /^^ +/— cos z X — ^ =±/dz± f- 

= ±fdz ±f'i^\i\ ^ S^il '* un nombre entier quelcon- 

quc: on anra r= + ( +' (2/ — 2) Tcr-j-^) + sinz = + 

(+' ('-^' — ^) -'' + 'S + sin z)', d*oii il suit qu*^ cbaqne 

abscisse x^ ou siuusv z^ correspond un nombre infini 

d'ordonn(Jes de Tun et de raulre c6te' de raxe. La sons- 

ydx + fdz -\- fdsin z , . 
tancente elanl = *—, — = ~' . "7 , , — = — X « siny z 

"J" ±dz^ds\nz 

fdz + /*// sin z . — ^ cos 3 . 

= • j. • . . ^sinvz = -3r-r-r-= f{dz-^dsmz) 

dz + ds\nz dz-\'ds\VLZ-' 

— dzs\n z . 
f y. . f . N sin z ^ . 
= /(az + a sm z) = — ; f (dz 

az H dz cos z 

r 

-fJsin z) = — ; (+'(2i — 2)::r-|-2+sinz),ils'en- 

sm z ' 

suit qne la sous-tangente tombera tant^t da m^me cAte 

^ue rabscisse^ ou sinus verse de z^ tant6t du c6te oppose. 

Cctte courbe est nommee la cjrcloide de Huiguens. 

V. Uequation d'une courbe algel)rique ^tant donnee; 
troaver ses points muhiples , c'est-a-dire , les points oii 
elle se croise ; et mener des tangentes par ces points. 

I)e'signons par A , B , C , D , etc. , des expressions tefles 
que a+€x+'X7-+^x' + sx7-+?r;^*+73X^-|-9a:'j-+i^*+ 
^j-?+ elc. , par ar, j*, les cpordonne'es de la courbc; et 
f ar A=o, son equation : on aara £?A=Btfx+C^=o^ 
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tl esE cTair qae si la coarbe n'a qae deax branclies qai 

sb croisent; les coordonnees dc Fane coincideront ayec 

celles de Taatre^ lorsqae ces coordonnees seront cen^^es 

correspondre aa point commnn d'int^rsection^ et -qac 

reqaation A=o aura alors deux racincs egales^ soit 

qae l'on prenne x ou jr poar nombre principal. Oa 

aiiira donc B=o et C=o, ce qai esl facile h conclure da 

coroUaire dela proposition XI duliy. X; et les trois e'qaa- 

lions A = o, B=o, C=o, determineront les coordon- 

Qees qui correspondent a ce point commun. Soit /* rabs->> 

cisse^ et $ Fordonnee qui y repondent. Tout comme ron 

a conclu au corollaire de la proposilion XI du liv. X, 

que deux racines egales dans Fequation Tx==zo donnent 

dTx 

--- — =0, on prouvera de m^me que trois racines egales 

€ m-%Mr 

d^Tx d^Tx 

donnent -^-^ =o; que quatre donnent ^ =o, 

ainsi de suite , et que si trois portions de la courbe se 

croisent, il y aura trois valeurs de x cfgales k r, et au- 

'c/*A 
tant de valeurs de^ e'gales k Sy qui rendront -^—i = o>. 

ct -7 — y =0; que si quatre potlions de la courbe se croi- 
dy^ 

wenly il y aura quatre valeurs dc x egales h r, ct au- 

tant dp valenrs dej* egales ^ 5, qui rendront .^r-3T==o, 

• ^dJ^K 

et ■ a> — o, ainsi de suitc. Ccla pose^ s'il n'y a que. 

deax arcs qui se croisent, le rapport entre dx et dj- qui 
determine la position des tangcntes, doit se trouverv 

dans requation d^A = d l -^-r dx + -— - djr \ ^ 
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d {hdX'Jt^Cdy:)—dMx+l^d^x+dCdj^Cdy=dRdX'^' 
dCdyr^^^dx^^+Fdxdjr+Gdjr^^o-j «'il y cn a trois qui 
se cj^Qisent, le rapport de dx k dj-^ doit se trouver dant 
requalion d^A=d{ Edx^ 'hFdxdjr+Gtfy'* ) =i::dEdx*+ 
2Edxd*x + dFdxdj- + Fd^xdjr + F.dxdy + dGdjr* + 
aGdj-dy=fidx^ + ldx*dj'+ hdxdjr* + Mdj^y ainsi dc 
suite; et il est bon d^observer que ces equations sont 
les mdmes que Ton auroit tronv^es^ si Fon prenoit les 
fluxions en regardant iix et dj- comme independants 
de X eij", 

Exemples. Sohj=b+{x — a)^/ — r^nation de la 

courbe proposee. On anra aj^ — 2aj'b+ab* — x^+2ax* 

— a^x = o , dont la fluxlon est 2ajdj — nabdj — 
^x^^dx + ^axdx — a*dx=2a {j — b)dj+ ( — 5x*+iax 

— d*)dx=^o: mais ia{j — i) = o, et — 5x*+^ax — a* 
= o, donnentj*=^, et x=a, des valeurs qui satis- 
fbnt h l'eqnation aj* — ^ajb + ab* — x^ + ^ax* — a*x 
2=0; donc Tabscisse a correspond k un point mnltiple. 
Prenant la sjeconde fluxion; comme si dx et dj- etoient 
independants de x et j , on trouve ladj^ — Qxdx^+ 
^adx^=z6, ou, en substituant a au lieu ie x^ 2adj^ — 
tiadx^=:o, et par consequent dx=dj; d'ou il suit que 
1 ordonnf^e est dgale h lasous-tangente. 

Sohjr^ — axj^^+bx^^o F^uation. On aura ^j^df 

— [laxjdj — aj^dx + 5bx^dx = 2 ( 2j-^ — «^) dj^ 
(^aj* — ^bx^) dx=o. Les equations aj"^ — axj-^o, 
et ajr^ — ^bx^=o, donneut indifferemment entre elles 

fe^ valeurs x=o, eij=o; oubien ar= -7^, et j^yj 
— j\ mais les premieres valeurs x=.o ^ et j=.Of s'ac- 
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cordent avec requation j^ — axj-* + hx^ ==; o^ tandis 
que les dernieies ne sauroient y satisfaire^ddnc il y a 
dans lacourbe un point multiple qui corre8fK>i^^l'4bd* 
cisse o. Prenant les fluxions sans faire dependce dx. de x 
m djrdejr, on trouve a' (j^ — aj^*+^x*)= iftjcJdjr* 
— ixaxdy* — ^aj-dxdj'+6lfxdx^ = o X ^* — o X dxdjr 
+ oX^% dquation qui ne dctermine rien : mais d^{j^ 
n — axj* + bx^) = 2^jdj^ — dadxdj* + Ohdx^ = 0, 






donne dx=o on dx=z + djry/ j-. Ainsi^ la premi^re 

yaleur d!r=o indique une tangente paraU^Ie aux or- 
donndes. 

I y ■ . .' t ■ f } ' '•! ■'• • 

YI. Uequation' d'une courbe dtant pFopo6dejr,^f?i^^^' 
ses asymptotes rectilignes* , . . ' , 

Soient x Tabscisse^ et r rordonnee. La supposition 
de xf^j* infini^ indiquera^ moyennant l^^expression 

•^^ Xy le point ou i'abscisse^ prolongde,k yolont^, 

coQpe Fasymptote ^ et donnera en m^me temps la yalenr 

de la langente -j-^^ Tangle compris entre ces deuji: 

droiles. '• 

Soit par exemple r^quation o=2a5*ar+5*ar*^— ^*;r*V 
krhyperbole: on aura o^iiah^dx+^ih^^xdx-i^ia^jdjr, 

et -7-=—; — —, — ; d ou il suit que ~j x = — ; — 

dj- ah^+h^x^ ^ dj a+x 

sera la portion de la base compri/se entre la tangente et 
rorigine des abscisses. Sapposons x^+j* infini ,ct que 
par consdquent la distance de Torigitie des abscisses au 
point de contact augment^ a riofini: on ^ura x infini , el 
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ax , px \ a^ . -j . ., - , 

= a — — = mnnitieme ; donc U 



a -{- X- x+a x+a 

ax 
diffcrence entre a et — : — diminnera h. rinfini, et la 

a+x ' 

position Jc la tangente approcliera sans limite de celle 
de rasyinptote. On yoit donc deja par quel point de 
la hase oa doit mener rasymptotc. Reste donc k de- 
terminer Tangle qu elle doit faire ayec la base. La 

taugente de cet angle sera — , comme 1 expression ^ = 
ah^^h^^x h* (a+x) b xA-a „. 

. S= . :;= — V l m- 

a^f aby/ {*2ax^Si?^y- a y/(x* + 2aj;) 

diquC; puisquc ccttc expression se reduit a — Iorsqa'oil 

y s'up'pose *'lYifini. 

Soit X Tanglc qui dctermine la position du rayon 

.. » . 1 ■ v*dx 

vccteur v, ei snpposbns v infini : Fexpression , dc 

• i^ .1«, i«* %mfm^ 

la sous-tangcntc indiquera la position de Fasymptote. 
Excmples, Soit vx^=za. On aura vdx:=z — xdvj cl 

v^dx '•"".■ 

— - — =. — vx= — -a : mais v infini rend x infinitiime: 
av 

donc ; si du p6le de la courbe on m^ne sur le c6te fiie 

de Tangle x, une perpendiculaire egale k a^ la droite 

paraU^le k ce c6td^ tiree par Teslremite de la perpeodi- 

culaire a, sera Tasymptote de la conrbe dont il 8'agit. 

Celte courbe s'appelle spirale hj-perbolique, 

v^dx 
Soit 2%v:=x. On aura --t — =2%v*y expression que 

V infini rend inGnie. Cette courbe que l'on nomme spi' 
rale d'Archimddey ne sauroit donc avoir desasymptotcs. 
VII. Supposons jr fonction Ae x , dx independant dc 
ar, dy=K, ^^j-^B; ^V=C, etc. 
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Qae dx depende ou non de a: , la yaleur de -r- sera 

dx 

toajours la m^me [i5. de'f. 4] : donc chacune de ces ex- 

aiinsi de suite, aura toujonrs la m^rae valeur: mais dx 

inddpendant de x rend rf-j-= — r, d ( -^ d—-]'^^ 

dx dx \dx dx J 

^^''^{^^{■k^ £)) = ^ ' *'°'' ^^ ""•'« ' **"•"'' 

quel que soit Jar^ dependant ou independant de a:, 

on aura toujours k = dxd-4- ^ B r=zdx^d ( -i- d -^\ 

dx' \dx dx J 

d { — d -^ J j j • alnsi de suile. 

DEFINITION. 

liOrsqu^un cercle touche une courbe quelconque 4& 
telle mani^re qu'aucun autre arc de cercle ne puisse 
pa$8er'par le point de contacl entre la courbe et le 
cercle, on dit que dans ce point la courhure de la 
coarbe est ^gale a celle du cercle, et que le rayon et le 
centre du cercle en sont le rayon et le centre de cour^ 
hure^ et la ligne qui est le lieu de ce centre s'appell& 
d^veloppee. 

PROPOSITIONS. 

VIII. Soient z une courbe reguliere; ct x, y, deux 
coordonnees faisant entre elles un angle droit : je di& 
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que lc rayon de courbure sera perpendicalaire a la ligne 

3 

'^''= dr ' 

— dx^d^- 

Supposons AB=j;; BC^j", dx inddpendant de x^ 

dz^ 
CD= -^ — .^ ^ et perpendiculaire a la courbe z, DEIe 

lieu du point D^ et acherons les triangles rectangles 
CDF, DGH. On aara dz^^dx^-^-dy^; dz\dxi\CD\GB -^ 

CF= — 7--: et on trouvera de m^me DF= — ^ ., ■; 
— cfy' — dxd^f 

dyds^ 
d'ou par cons^quent AG=x-f -- . . - ^ et DG= — f 

d^j- dx dxd^jr dxd^y 

dy^ idydzd^^z dfd^ydz* ^y ( j 

'dx dxd^^y dxdy^ ^ \ ^ 

adzd^^z . d^r^^^\ ,»x^ * ^dzd*z . d^rdz* 
\ — ^T — - letc?DG= — dr ; H — =4 — 

dy ^ dy^ ) ^ dy ^ dy* 

drd^r dzd*z . -_._ 5dz^d*z . 

X -TT-r vv^TT^ ==--57— ; donc rfDE = . ,, + 

^^{dx^-^dj^) dy ^ dxdy 

,^,, \ = d — :7^-7r-. II n'y'a donc enlre CD et DE 

dxdy* — dxdy •' 

aucunc difference qui depende de x. Les valeurs quc 
Ton vient de trouver pour dAG et dDG, donnent ^AG 
idDGiidj-idx', mais il est aussi GJiiDGiidj-idx; donc 
Gf}.:PG::^AG:^DG> d'pa il s'pnsuit que rar^^DE tou- 
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PROPOSITIONS. 



,.fi 



cRivANT R Si la place de a + bx^^ on aurayV^R^^jf 

= -7— — • T ■• roc^^^^rii^dx 

oim-^-i-^-np) b{m+ i+np)-^ 

a(m+i) a(m+0 

III. — j. L fx^Kp- ^dx 

m+i-^^np m^i+np'^ 

IV. = , ^ , + —I-P-J-T--fx^Rp+^dx 

a/i(;? + i) an(;?+i) "^ 

-- ar^+^Rf» ^no ^ , ,^ 

V. = L^fx^+^Rp- ^dx 

m+i m+i*' 

• 

A/i(/i+i) 3/1 (p+i)*^ 

VII. Designant par P... M... D [^zfoc^^KPdx^ nne 
idriedont P represenle le premier terme^ M Tun des 
termes moyens, et D le dernier; par ^ le nombre de ter- 
in« qui prec^dent chaque terme M; et par A le coeffi- 
cient de tout terme prdcddent: je dis que si Von conti- 
nue, saivant toujonrs le slyle des propositions prdce- 
4enteS; h. rdsoudre en deux termes chaque fluente in- 
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diquce, on aura f x^RPdx ^'Pn „.*.,. M D. ^ 

i(m-f-i +'ip) ' ^(iM + i +np — tn) 
.... — A<i(m4-i — in^fx^-^^KPdx 

a(m+i) a(m 4- I +^«) 

....— A^(m+i+«/^+^«)/jf'"+"'R''^ 

IX. ^ ^""^^^" Afln(;> + i-0 ^^^,.^„ 

m + i+/7/^*" m + i+/ip 

.... A^7/i(;? + i — t^fx^^Rp-^dx 

€i/i(/? + i) m + i+/i/7 

.... — A{m + i+np+tn)fx'^l^.P'^dx 
--_ x"» + 'RP _A^/2(»+i— /) . ; , « . 1 

m+i m + i+m / I 

.... — A^/i(/i+i— 0/^"*+"*R^'"*^^ 

^/i(/?+i) "* A/i(/;+i+f) 

. A (//» + i — tn) fx"" - '«RH^^. 



.... 



Exemples. i. La prop. VII donne/a:^(i — x') *<^ 

= (_ 1x5— ia;»_^:r)(i-x')'— ^/(i— X») '<&?. 

I 

La fluente / ( i — x^)~^dx est dgale k un arc circu- 
laire dont x represente le sinus, 

a. Parlam^me proposition^ on anra/;^(i + 4/*) ^J 

3 

I 

3. La proposition VIII donne/a?~^(i — x*) '^ 

~(— i^-' + f x-')(i — r*)«~. 
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J. La proposition XII donne/z' ( i — z)-'^z= Jz* 
—z)-* — |z»(i — z)-*+3/z(i — z)-'^^maisparla 
>p, l*^, ona/z(i — z) — ^dz= — z4-/(i — z)—^dz; 

/•(i^z)-'<feest=— /^^=;^=— /(i— z)[i5.8]; 

nc/z5(i— z)-'^z=^z5(i— z)— — |z'(i— z)-« 
3z — 5/( I — z). Si Fon avoit poussd la reduction au- 
l^ dn second terme ; toujours par la Toie de la propo- 
tion XII ^ on auroit trouT^ des expressions absurdes. 

5. La proposit. XII donne/x^ (a»+a:')— Wa:= — |a;' 
j«+x«)-3_ _ a:5(a»-fx»)-» ^ x^a^+x^)-^ 

• -7i-/(a»+a:*)— '</a?: mais/( a»+a;»)—"Ja? =-^ 

1 1 H — 5;- j — represente un arc circulaire z dont 

; est la tangente [ i6. 25] 5 donc/x®(a*+a?*)— *^= 
-ir5 (a' +«')-' — f;far' (o» +a?*)- »— ifa? (a» +0;») -. ' 

a 

Xm. Ddsignant par a un nombre non moindre que 
httcan des coefficients ndgalifs d'une e'quation quel- 
oaqne; du genre de celles dont on s'est occupe dansle 
iT. X, je dis que toute racine posilive de cette ^qua- 
ionsera <a+i. 

PosoHS le cas le moins faTorable, et soit x^ — aa?'"— ^ 

—flo:*— » — etc.=o une equation proposee. On aura 

t*— aa:f — ' — ax^"^ — etc.= — a — ax — ax^ — 

I — — a:"* 
^a9?Vr^+x^—x^.^. a. Me^tant a+ 1 ji la place 
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I — x** 



de o:^ on trouve x^ a=: i , et par cons^qnentji 

si on suppose x = flt+i, on aura a:"»>flj;**""' + fla;^-"'^ 
4-elc. ; Twx^—' > (m-r-i ) flx**T-* + (m — 2)flar'""^ + 
etc. ; {m — i) wx*-* > (m — a) (m — i) ax'«— '+(/?!— 3) 
( m — 2 ) ax''*-"^ +etc. , ainsi de suite; donc tous les poly-^ 
nomes deViyes de x"* — ax"»"" ' — flx^—* — etc. =o^ 

d'apres la proposition XI du liv. X^ seront positift. 

Vx 
XIV. Trouver la yaleur de — , lorsque x=a donnfi 

' Soit n le plus petit nombre qui ne donne point -^-^ 

^d^Sx . • jM 1-1 1 rr 

= , ^, = o ; lorsque x=a : )e dis qu il sera alors — 

^d^Tx ^d"\x 
==— 1 — r-"^ — 7 — r-» Substituant u+z k la place de x,on 

dx^ dx^ ^ . i 

aura — = --^ — - — - z=z[ TuA z + r «*4-ctc. 

•tj ( Am4- --r— ^ + , ,, z' + etc. 1. Supposons que u^a 

rende --V^f-4===^(^+C^+Ez»+etc.) "^ (B+D2+Fz» 

A(a+z; 

+etc.); et que Fon ait d'abordA=o=B^ mais nonpas 

T(a-\-z^ 
C=o=D: on aura ,\ '^ =(Cz+Ez'+ 010.)»^ (Dz 

A(a+z) ^ ' ^ 

+Fz*+elc.)=(C+Ez+Gz' + etc.)'^(D+Fz+Hz«+ 

■p _ r^ 

etc.),et"- ==-ici Soit A=o=B et C=o=D, niais 
' Aa D ' 

non pas E=o=F : on aura— ^ r =(Ez* +Gz^ + 

^ A(a+z) ^ 

etc. ) -^ (Fz^+Hz^+etc. ) = (E+Grz+etc, ) -« QF+Hi 

+etc.)j et par consequent — = =-• Ainsi de suite. 

Aa Jc 



on aura -^ a 
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Exemples, i. On demande la valeur de (y/ (2a^x — 

3 4 

x^)—a^(a^x))'^ (a — y/ {ax^)) lorsque x=a. Puis- 

I 3 

que x=a rend — d {^ (la^x — x^) —a^ {a*x)) 

3 
r g^ — 23;3 fl^ (fl'x) n 3 _I^ 

L"" v/(2a^x— a^) 3^ J ~""* '''^* rfx 

poar la Taleur demandee. 

3. On demande la valeur de (x 4- /2X'»+* — (n + i ) 
3:*+*) •« ( 1 — x)^, lorsque a:= i. Puisque x = i rend 

^ (d!r+iia:»+>— (/1 + 1) a:«+ [= I +n (/1+2) a:» + ' — 

(n + O^a:'»]^©; — ^((i — a:)»)[=2X— 2]=o; -i- J 

(i+n(/i+2)a;"+' — (7i+-i)*x'») [=/i(n+.i) (n+-2)j:'» — n 
(n+i)»j:»-']=n(/i+.i) (/i+.2)— n(n+-i)*=«(7i+i)^ 

et— rf (2ar — 2 ) = 2 , il s'ensuit que 1 'i (« + i ) sera la 

Talenr demandee. 

XV. Trouver les facteurs binomes d'nn polynome 
{■elconque, forme d'apres la definition II du liv. X. 

Soit X nombre principal dans Fequation y=o^ dont 
kiraeines sont egales et en nombre pair; dans Tequa- 
ikm X=0; qui ne renferme que des racines rdelles et 
ni^ales; et dans Z=0; oii il n'y en a que d'imaginai- 
tK. On demande les facteurs biD^mes de YXZ. 

Soient nn[n" la courbe dont Vn=jr represente Tor- 
4»nfe, AP=ar Fabscisse, et X==7* r^qualion. Lespoints 
l,C, D, etc. , 6; 'Z , B , etc. , ou la courbe rencontre 
faxe^d^lenninent les racines positives AB^ AC, AD, etc^ 
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et les negatives A6, A7, A^ , etc. , qui rendent X=:o. 
Ainsi on remarqaera d'abord ^ que cette Gourbe ne sait- 
roit rencontrer Taxe sans le coaper; car si elle iie 
faisoit que le toucher, comnre on le Toit en R^ Teqoa- 
tion X=o devroit aroir des racines egales, contre Thy- 
potb^se. Soit m moindre que la plus petite dififerenGe 
entre dcux racines quelconques deX=0; et suppo- 
sons qu'aucnne de ces racines ne soit m ^ ni multiple 
de m. Si Ton prend successiyement o ^ m^ 2m, 3m, 
4m; etc. ^ o, — m y — am, — 3m, — 4^; ctc. , pour 
abscisses^ il est clair que j* doit cbanger de signe aaUBt 
de fois qu'il y aura de racines reelles et inegaleS : donc 
cbaque cbangement de signe indiquera une racine 
reelle : mais il n'y en a pointdans Z = o [sup. J^ donc 
les substitutions de o ^ m j etc. sans apporter aucan 
cbangement de signe en Z^ doivent produire en XZles 
m^mes cbangements qu'en X. Se'parant donc le facteor 
y du facteur XZ [10. i5]; s'il y en a un; mettant Vx 
k la place de XZ^ et designant par ^ la difference eiitre 
deux racines quelconques de XZ=o, on aura r(a:+J) 
=:o ; car or+^ sera une racine de rx = o. Eliminantr 
entre les deux equations r(3:+^) = o etra:=o, on 
obtiendra A(5')=o; car, designant par a^ b^ c, elC; 
les racines de Tx=o, on aura (5 — (a — h)) (^ — (3— 
fl))(^— (a— c))($— (c— a))etc.=(^— (a— i))(^+ 
{a—b)) (^_(a— c)) (^+(a— c))etc. =(5*— (a— i)*) 
(S* — (a — c)*)etc. =0; dquation dont onde'duira ^;«n 

regardant Z^ corame nombrc principal. Substituant — 

6 

pour §' dans A(^)=o, on aura encore 8e=o. Sbitjc 
Bon moindre que chacun .des ^coefficients. n^gati& de 
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I 

6e=:o, et y/ non <w: le plus petil 5 sera > m, 

Sobstituant donc successiTement O; m^ ^m^ etc^ (jr^ 
-i-^m, — 2/», etc, a la place de x dans TXy on obser- 
Vera autanl de cbangements de signe dans Tx^ qu'il y a 
deracines re'elles dans ra7=o. On pourra donc Irouver 
de suite tes racines^ soit exactement; soit par approxi- 
mation. Si^ en substituant o ^ m^ im^ 5m^ etc. y on par- 
Tient a un multiple de m plus grand que chacun des 
•«oeffieients negatifs de FxrxzO; il faudra conclure qu'il 
ii'y a plus de racines positives dans Tx=o. On recon- 
noitra dem^me s'il y en adans T — r=0; c'est-k-dire, 
s'il n'y en a point de ndgatives dans Tx=^o. 

Les racines rdelles une fois trouvees^ il sera facile de 
s^parer X de Z. 

Venons maintenant a Z. On sait que cbaque nombre 
a deax racines carrees^ ^gales et contraires^ et que par 
cons^quent^ si A-I-By/— i est racine d'une equation 
qaelconquC; A — B y/ — i le sera aussi. Or , rexperienc« 
a fait voir aiix gdom^tres, que rimpossibilite des racines 
des eqnations ne provient qne de Timpossibilite de la. 
racine carr^e des nombres ndgatifs : donc; puisqu'il n'y 
a qae des racines imaginaires dans Z=o^ si Fon sup^ 
pose cette ^quation du degre 2/1^ il s'ensuit qu^il y aura 
dans d(^')=o un nombre n de racines teelles de la 
forme — 4B'« Chercbant donc les valeurs reelles de ^ 
par la me'tbode connuC; et substituant ces valeurs dans 
ane equation :rA^+5^=0; que relimination de x doit 
necessairement fournir^ on aura deux valeurs dexpour 
obaque valeur de ^*. 

«7 
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XVI. i ^tant ua nonibre positif^ on demande 

Siipposons que lc denorainatear de cette fraction ait 

le nombre (Jk de facteurs reels de la forme x+a,lenoxa- 

hre V de facleurs bin6mes r^els de 1a forme x+S; ^tC; 

et que Ics facteurs bin6mes imaginaires, s*il y en adans 

le mi^me denominateur^ se trouvent dans les nombres 

p, <y , etc, de trin6mcs reels de la forme x^ + qx+%, x^ 

4-'iQX+9y etc. : on pourra donc egaler la propos^e hi la 

, , ^ . AxH— '-f Bxl^-^ + elc. . 
iraite de fractions ; — : — -yt + 

(x + a)H' 



(a:+6)^ 



+ etc. + 



^Gjr^^p-t+Hx^P-^ + etc. G^jr'<^-'+H^j:*^"*+etft | 
(a7* + 6r+t;)P (jr* + >lJ: + e)« I 

+ etc. , dont la somme fonrnira un nouveaa nnmdra* 
teur, qin etant e'gal^ k celui de 1a fraction proposde; 
€onnera lcs yaleurs de A, B, C, etc, A', B', C, etc., 
G, H, I, etc ; G', H', F, etc, elc Ainsi, la solatioa 
du probl^me ne dependra plus que de fluentes , telles qne 

/' x^dx /• x^dx . , - .. 

- — p-ruT et / 7—- nrro > dont la demiere rcnen- 
[a+x)^ J (j;'+ex+^)P^ 

dra k / \ /aVrxo » ^^ ^^"^ substitae u — f $ ila 

place de x. 

Exemple. TronreT fdxTx^=i 

/ 4a^+y+2x+i ^ j^ ddnominatenr 

X^ — 2X^ + X^+X^ -iX' + X 

etant==a;(a: — i){x — i){x + i)(a:* — x+ i), on fera 

A . A'a:+B' . A" ■ G:i:+H , ,^ 
Tx= h —. — H ■ donl 1* 
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»>iniiie anm ponr namerateur la saite 

4-A x^ — aA x^-^ A ar'4- A x*— 2A a:+A 
+ A'a;5+ B^x^ + A'a7»+ B'x 

+ A"a:5_ 5A//a^ + ^A^^a:^ _ 3A^'a7» + A^^a: 

+ H :i:4— H x^— H x* + Hjt?^ 
leqael^ etant compare k celui de la fraction piroposee , 
donnera A+ A' + A''+ G=o^ — 2A + B' + 3A''-i 
G + H=o, A + 4A''— G^H=4, A+A'_5A'' + 
G— H=:3, — 2A + B' + A'' + H==:2, A=i, et pa* 

consdqaent H= "~" ^ G=2= — ^, A''= ^, A''^^^^;» 



ctB' = — : donc la fluente demiinde^ sefAirr / — ^ 

a ; '^■- . . . • ^ J ^ 

= /ic+ ~ /(x + O— - /x(l — a:)--^£/x+ i-* 

r (i — i:)-»^+ 4- / Z^ ' — ^. Substituant u + 
'^ ^ ' 5y x*^ — jr + i 

— pour o: dans ^ tfx , oti troute cette £iuxi<»ns==: 

2 '^ ar* — ar + i ' 



2If 2a?"— •! 

Ton ddsigne par z Tarc circulaire dont — ^ = — y^ 



. jT ^ du 

est la taingente; on trouve / -y^ X ^ , , = ^; et 



ona 
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aussi// I — X , - »«£jr =( i — jr)— » , etfx{ i — •x)-**^ 

=x 1 — X. "• + /;! — x); done la fluenle demandee 

«era=/i:+:/ x+0— |x(i— X)-'— |/(i^x) + ^ 

(i — x — ' + a/*x* — X -f- 1) — (a v^ 3)z+ im rtombrein* 

dependant de x, qiii deTim «atirfaire aox conditionf da 

probleme. 

I X 

SckoL La difFerence — ^tant^i, ^ 

1 — X 1 — X ' 

par oon5e<|nent independante de la racine , on ne doit 
pas ^tie sorpris de ce qne la fluentey( i — x)"' dxsAi 
^alea x ( i — x'~', oo ^alea (i — x)—' : onponm 
donc donner a fdxTx la forme /r+^/(x+i) + b 

(l— X) — — 4/(1 — x) + 2/(x>— X + l)_(2v/3)^ 

+ 1, en designant par I le nombre qm ne ddpe&dn 
qne des oonditions da probl^me. 



XVII. On demande/x« (a+5x-)' dx. 

r 

Mettant «* 3i la place de a-k-hx^, on anra {a+hjf^Y 

« 

( — Y — j du, et par oons^nent/ x* (a+^x*)' <fc 

— J^J^ ^\^^) * d«, que les propo- 

m+i 
sitions precedentes donnerontfiicilement^ lorsqne --^ 

•era nn nombre entier oa zero« 

t 

Si Fon faisoit v^—ax^^+h^im aaroit x=f ^j^ ', 
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u) ^ \n \u*^h) )-• et fl+ia;«=a4- -~— r = 
; — -Ty et par consdquentla propos^eseroit= / \\cC^ 

II ( 14* — ^ ) 7 +"1S jjy que 1«8 propositions pr^ceden- 

B8 donnent egaiement^ lorsque h. — est un 

^Qmbre entier ou zero. 

P dx 
Exemple^ Po8anlg^'a;-*+ 1 =i/% on aura / ^ 

-i I '/ '^^'^"''"^ + ' -^1 1 ■/ v/(g'+^')+^ 
"*"*■• V(e^*-^~*+0—« v/(ff*+*")— a' 

— ° — — -, en multipliant en haut et en bas par 

o 

'(g'' + *^')+^ionaI + /— ^j-^jjy— j, en mul- 

pliant de mdme par y/ (g* + ^') — * ^^' AevLX termes 
e v/(g'+^') + ^ 

XVIII, Pour trouver/a?'" (« + &?:'*+ co;*'*)» dx^ il 
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cst utile de fairc x"=a , lorsqoe m est positif^ e| 

x^= I u j , lorsqae m est negatif. 

Exemple. Designant par ^ la flueDle 

5- -) , on aura ^ = -7- -r — — ,rfz = 

((^»— fl>+^r ' ^*'-2**+*"— ^* — ^j[Sr—^y^, 

- (^»-a>+^ +^'-^'=(^'-^' \((^»_a>+^r 
2b V _fl»+(^«-fl>)V 

~ (fc»_a>+^ -t-l^— (^ —a ) ((^._^.jj,^^). 

fli«(^«_fl') / /h*—a*y\ 

( ^^)'"')))- ^■» * > "= <» "" = 7(irb) 

<(v/-0'«(v/(-I+(^)V)--=^»)) 

-7(^^<(v/(— (^J«*)- 



^•— a* 



w)*^(y/— l)J. Spit a^ b : maltipliant un radical 

par— ^ y/—ii et Vamre par y/-r— i, le rc'sultat cn serale 
in^[nf3 que si on en inulliplioit nn seul par ( — v^— 

v/- . = 1 .-9« aura dopc y = _^-f_^y((- 
• .^ ^«1 "^ y/ ( ' — (^-^ — j M* j j. Ddslgnons nat 
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,, . , . j a^ — b^ r a* — h* ' ^"1 
r 1 arc circulaire dont u = + — 1 

a i^ az a J 

cst le cosinas; on aura -^^ f =^- 

XIX. /^r^=xrx- ^ .'+ ^-^ a;3 „ 
f7a:r^+etc. 



u.54dx^' 

Designant fdxVx par Taire ABGD correspondante It 

Fabscisse Kb=x , et k rordonnee perpendiculaire BG 

s^Fxj prenant B£=z^ et menant £F parallele h^ BG^ pn 

^„ dTx ^d^Tx ^d^Tx , 
anra£F=rar ^ — z^ r-^^* 5-7-17 «'+etc.. 

ctBEFG= / f rx— --^z+-:-^z'— ^ ^^;^, ^ 



+etc. j dzT^zTx — ^^ z'+ '^ ^ **[,, z^ — 



dTx ^ ^d^Tx ^ ^^f^rar 

z*+etc. , et par consequent/^irrj; [=BADCX= J^rir— 
dTx ^ , 'd^Tx j 'd^Tx ^ 

Idi ^ "^3^^ ^2.54^x-^'^"^^^^ 

SchoL Si la forme particali^re de ror est tel^te qtt^aib^ 
cane des proposition^ pr^cedentes ne puisse doniuec^ 
ABGD=/^xrX; on adaptera ^ ABGDquelqu'^tfc aire^ 
rectiligne^ suivant la methode que noos ayoiis emu-^ 
ployee dans la demoustration de la propositioa XYI£ 
dttlir. XV. 



<«•«. 
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LIYRE XIX. 



AVE»TIS5EMENT. 

df f dfj reprdsentent des fluxions prises relaiiyement 
V X eljr ^ ^^f'} S^ } 4^ fluen^es relatives ^ x et^. 

PROPOSITIONS. 
I. M^ N^ e'tant des fonctions de x elyy on demande 

/(M^r+N^-^)- 

Soit O la fluente demandde. Po(sqne Me(^ doit ^tre=3 
^yOf il s^ensuit qu'il n'y anra poiplL dy daps la diflid: 
rence entre O clf^^^djr [i5. i6]. 

Soil {5z*+2bzj'-^5x^)dz -J^ {bz^^ezj- + 50/^)^^ la 
flnxion proposee. Onaura/*(5z»T}-2^z;^— 5;^)^z==z* 
+ bj-z* — Sj-^z , et par consdqnen t dO . — </ (z' + byz* — 
3j^z)=5cj^4ri donc Os^c^rtr^^+^j^^ — 5j^z+L 

TT liM ^^O ^ d^ . d'M '/fO 

"• M = -^«^^=^-^>^«^?^?«^-^?=^^ 

J^N '^?0 , dm dJ^ 

pouryu que 'Mdj+^dx dd^igne nne ^uij^ioii exacte. 
III. d' frMdjr=dxfy .^ djr. 
Soit dfJ^Mdj^Mdj- ^l^dx ^ on anra d^fyMdj^ 
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rs oi: : mais — — = --7 — ; donc --7 — dy = rf^N , et 

dx cLy clx 

d'^ 
p -^— dy—'^, et par consequent d' fy^dy^^^dxl 

d'M 

=='^'' -f' ^ ^^- 

lY. £n raisonnant comme nous rayons fait dans la 
proposition I"., on trouvera de m^mey*(M^+N^j:+ 
Odu ). 

Si Fon demandoit^par exemple, / [ (2^7** +4^^*'^^') ^^ 
+ ( /(jT^^ax +5r'+27-j:') ^j-+ (4^5 + 2^^74^ + 

, j t/z j =P, on auroit P==/*' (2:9^' + ^^^*'^^)^ 

+Q=a;*j-'+^z*a:*+Q, en designant par Q une expres- 
sion oii il n'enlre point de x : donc ^P — dipc^y^-^-hz^^x^) 

=rfQ, c'est-k-dire, ^-^^X_ + 3^a^4^+ ^4^ + 

-^^^^1^^^^ = ^^ 

z* -I- 1 [proposition I". ] j donc P=j:»j-'+^z'x*-f- y/iy^ 

V. M^-f-N^-}-0<fM, ne peut ^tre fluxion exacte que 

_^_^ ^—^ ^"^ _ ^'O 

^ 'dx dy ^ du dy ' du dx * 

On demontrera cette proposition comme la IP. 

-,, r. ^ df2 ^ J*P drQ ^ 

VI. Supposant R=-^, S=.^+ -^, et T = 

^, on aura/(Prfy+Qrf'ar-hR4r* + Sd^4r+T^*) 

^P^T^+Q^x; ce que Ton ddmontre en prenant la fluxioa 
^e¥dy+Qdx. 
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VII. Poor aToir/CP^x+Q^*), on fera d'abord 
j-=i£r , eijrdr=dx*; ei ajant trouvdy(P^+Q/<i!r), 
OD lestitoera la Taleur dejr. 

Ainsl des antres cas semblables. 

VIII. Soit Vdx+Qdx=o, et P, Q, des fonctions Lo- 
mogenes de x, jr, c'est-li-dire, des fonctions oii la 
somme des exposants de x et j- soit la m^me dans toas 
les termes. Si 'Pdx-^-Qdjr n'est pas fluxion exacte, on 
ecrira zjr an lien de x^ et separant x de jr dans le r^- 
snltat, ce qni sera facile k faire, on anra nne noayelle 
equation qui satisfera €x>mpletement k la proposee. Soit; 
par exemple , {ax-^-hjr) dx — {ntx+njr ) djrz=z o. Mettaot 
zjrklaL place de x, il vient(ajgr4-^) {zdjr -^-jrdz) — {mzf 

t \ j Av . ^T . {az-\-b)dz 

+nr)4r=0,etp.rconseqaent-^ + ^^j-p^j-^ 

= o. 

XIX. Snpposanti^M — <^-'N+^-*0— rf»-'P 
+ ....HrV=o,rf'M'' — rf*— 'N^-l-etc.^o, etc, onanra 
/(M£/y+N£^- >-+0€^-y+... +T4r+ V^+M'^z 
+ N'£f— 'X + O' J— *z+ .... 4-T Vz + V'z+etc.)= 
Md^-\r+'K^—dM)d»-y+{0—dN+d*M)d'*-^^f'{' 
(P— £«+^»N_^i3M)^-4j-4-...+(€^-'M— £/*-»H 
+ d*-'^0—...±T)j'+Wdr-'z+{N'^dM')dr'-*z 

+etc. +etc.+I. 
Pour le demontrer^ il snffira deprendre la fluxion de 

M^"- 'j-+etc. 

Schol. I. Quelle fonction de x doit ^tre^, ponr sa- 

dr 
tisfaire completement a Fequation A — + B^z^X, 

en supposant qu'il n'y ait poinl d j- dans les expressions 
representees par A, B, X? 



A 
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60! t ff nne expression degagee de^ ^ etcapable de ren« 

«Jre A9dj-+Boj-dx fluxion exacte. On aura d^Ac)-^ 

li6dx=o; — j^ — = -^ dx, /(A<y)= / -j dx ^ A9=^ 
e j d'ou par conse'quent,^e + I = 

r 

Satisfaire compl^tement a Feqnation ^(^+A^)'-Vi 
+b{g+hxy^^+c{g+hx) ^+j^=X.Suppo8ant 

fl.(g+hx)^^j-+ •£ {g+hx)^d-j-+c<f{g+hx)dj+ 

fsjrdx='S.6dx f il faudra satisfaire k -j-^ d^ {s (jg+hx)^) 

— T ^'(^(fi^+^^^^^+^^C^Cg^+^^)) — f9dx=:o. L'dqna- 

tion <y = (g^+^j:)^remplira cette condition ^ pourvu que 
Fon ait ah^\i.+ i){[t.+ 2){^+5) — bh\\i+i){^+2)+ 

cA(jjL+i) — f=0) et il sersi'j-^{jg+hx)\^+^d*j' + 

tzl^lL^{g+hx)\'+-djr+{c—{v.+2)bh+{[,+2) 

(jjL+3) ah^){g+hx)V'+ y+I^f^g+hx^V-Xdx. De cette 
^quation on de'duira^ suiyantle m^mestylc; nne ^qna-* 
tion infdrieure qui donnera la ^aleur d^jr, 

Satisfaire completement a Tdquation A^-^ + B --t- 

+ C1/+A' ^ +B' ^ +cy=x. 

, d*u d*r 

On ecnra Aa-^ — \-B<sdu+C6udx+A' 9—- + B^ sdj 
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+C^odx = Xsdx, k condition que les deax dqtiations 

— ^ — ' — d(B6) + C9dx=o , et — ^ d{B's)+ 

C^<5dx=o, donnent^ Tune la Taleur de «, et Tautre 
les rapports qui doivent exister entre A, A^, B^ B'i 
et G^ C^ pour satisfaire k Tequation propos^e. 
Satisfaire completement aux ^quations 

^ £ +B«+A' £ +B>+^" £ + 8"^=^' 

C S +"«+<^' £ +"'-^+<^" £ +^"^=^^ 

E ^ +F«+E' ^*"- +F'r+E"-^ +F"z=Z: 
olr ao; ao: 

multipliant la premiere par Xdx, la seconde par [lir^ 
et la troisi^me par >tdx, k condition que les prodaits 
deviennent des fluxions exactes ^ il faudra que ron ait 
aussi (AX+Cp.+Ev)JM+(BX+DiJL+Fv)Mda:+(A'>.+ 

CV+EN)Jj-+(B'X+D>+FS)^^a7+(A">.+C'V+ 
W>f)dz + (B"X + D^V + F'\) z^a:=(VX + Y^+Z^)dx, 

flux.ion exactC; et on aura 

d{A X+C li+E v) — (B X+D ii+F v)^=;=o, 

J(Aa+C>+E'v) — (Ba+D>+F'v)^ir=:o, 

<f(A"X+C'V+E"v)— (B''X+D'V+F%)^:^ = o; 
c^est-^-dire, 

AdX-^idA—Bdx^X+Cd^+^dC—Bdx) jjL+Erfv+(^ 

— F€6:)v=o, 
A'dX+{dA'—B'dx)X + C'd^+{dC'—Jy'dx)\i.+ 

Wd>^+{dE'—F'dx)^=o, 
Kf'dX + (<£A''— B"dx) X + C Vji. + {dC^-^Wdx) JA+ 

E''i/v+(^'^— F''^)v=o; 
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d'oU ron deduira trois equations de la forme 

aa; oir ar 

qui finiront de resoudre le probl^me. 
Satisfaire aux dqnations 

*S+''^+<=^+^'£+B'^+C'.=X, 

°S+^£+''^+°'^+^'§+>"'=^^ 
mettant p et y a la place de -^ et -7-; il suffira de satis- 
faire aux quatre ^quations 

D^ +E;,+Fr+D' ^ +E'<7+F'^ = Z, 

2. Soient a,€f ^ , etc.^ des nombres quelconques don- 
n^s, et II.', 11", jjl"', etc, les racines de Tequation 

a + ^|x+C[i* +yji.^ +etc. =0. 

Pour satisfaire h une dqualion de la forme ajr-^b ^ + 

c -j^ "^J^fl + ®*^* =0 , il suffira de supposer^ e'gal k 

ax ojc 

un terme quelconque ou k la somme de plusieurs termcs 
de la suite ae^"* ^ Ze^"*, ^e^f'^' ^ elc. , ce qui est facile 
4 Terifier. 
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3. Anssi lorsqae (1 est imaginaire^ on peat tonjonrs 
6upposcr j* egal a nn sinns, on ^ la somme de plusiean 
sinus , par cela mdme que les racines imaginaires ne 
pcuvent dtre qu'en nombre pair. Par exemple^ si Fon 
pouvoit faire j* = «<"•+'" V — «)*^ on aaroit aussi /= 

==2e^* cos (/i*). 



ti 
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LIVRE XX. 



DEFINITIONS. 

I. JLiORSQTjE DXf homogene k x, repr^sente nne 
andeur cboisie a yolonte ponr ^tre appelee difference 
\ la racine x ^ on de'signe par J^Tx^ et on appelle 
fference de Tz, la grandeur r(r+Dj:) — Tx, 

II. Tx prend alors le nom de somme de DFar ^ et on 
x\\.Tx=fiyrx. 

III. D»X[==D(DX)] designelaseconde€/ij{y</re/icd 
3X5 D'X [=D(D(DX))] la troisiime ; ainsi de suite, 

PROPOSITIONS. 

I. Soit la diffdrence 'Dx inddpendante de x. On 
emandeyi. 
Puisque f Da: est = x , on aura x —f{ i XDx) = 

X 

x/i , et par consdquent fi ==Tr-*. 

Supposant toujours Dx independante de x, on de* 
ande fx. 

D(x*) dtant = nxDx+Dx* , et par conse'quent x* = 
ixDx +fDx* z=:i2Dxfx + Dx*fi , on aura fx=s 

I _ 
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On demande^^^o:*. 
D^x^^^ox^Dx+oxDx^+Dx^ donne x^^^Dxfx^-t- 

5T)x'/x+T)x*fi, et/x»= ==r- — Dx/x— |Dx'/i 



= ^-'^'+^^^*- 



5Dx 



SuiTant toujours le m^me proeed^; on trouTera 



X' 



/^ = 55J — iar^+i^^Dx— Jj xDx», 

•^"^^ ^ - ^^+ "^"''-^*'^*'' 
ainsi de suite. 

Exemples. Trouver la somme des premiers x lermei 
delaserie i+2+3+4+5+6+etc. 

Soit Tx la somme demandee^ et Dx= i. Puisqae x 
est ie (lernler terme de la somme demandee^ et j:+ 
1 [=r(j:+i) — ra:=Drx] le terme suivant^ on aura 
Vx=fx+fv=\x^ — \x+x=\x*+\x. 

Trouver la somme des premiers x termes de la serle 

^+4+9+i6+25+36+49+etc. 

La somme demaudee 8eray(a; + i)*=ya:*— a/jf+ 
/ 1 = iir3 _iar'+ ix+x* — a;+j:= g-x^ jX*+|J^. 

II. Trouverya*. 

On aura/a' == i'+«+fl» + fl3 + ... +a*-«+I=s 

I a* a* 

+ 1, ou, en abrdgeant^ =1 H . 



I — a 

Trourer f xa*, 

Drx = r(a:+i) — ra:doni>e rx=r {x+i) ---'DTx, 

et par consequent/ j:fl'=/(a:+ 1)0*+* ~a;a*=a/Jf^ 

^ a /^a* — j:a' 

+a f a* — xa*=z-^ -. 

•^ I — a 
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TtOttver/j:'a'. 

On aura/x*a' =:;=/(a:+i )'a'+* — x^a*-=zaf x^a? 

, ^. V . a f{*ix-\'\)a' — x^^a* .. . 

+ii/(2a: + i)«'— ar*a'= -^ -^— ^ . Ainsi 

•' ^ I — a 

de suite. 

III. Dx etant= i^ et A^ B^ deux expressions oU il 
n'entre point d'^, resoudre re'quation Aj-+BD;^ = o. 

A . . 

Supposons que x entre en — : je dis qu'en ecri?ant 

Vx — \ — -g- , requallon j-= (r(j: — i )) (r(x— 2)) (r(a? 

— 3))etc. ri , salisfera a la proposee; car on aura Dj-= 

^x)^{x — 0) (r(j:— a)) (r(x— 5)) elc. Ti — (r(ar — i)) 

(r(r— 2))(r(j; — 3))elc. ri=j-(ra:— 1)= (^— — ^^, 

et par consequent Aj*+BDj- = Aj^+B f — -g- j jr=. o. 

A 

S'il n'y avoit point de x dans -rr-, requalion j*=j 

AV 
I — j I, satisferoit e'galenient. 

IV. Satisfaire completement a requation Aj-+BD^ 
s=: X, lorsqu'il n'y a point d'j* dans les expressions 
A, B, X. 

Faisantj*i= 1/2, on aura I))^= wD^+zD/i+DttDz, et 

par consequent Amz+B (ttDz+zDtt+DwDz) = X. Sup- 

posant Az+BDz=o, on aura BzDu+BDaDz = X^ et 

X 

j)if :^^; — . TrouTez une yaleur dez qui saiisfassc 

B(z+Dz) ^ 

krequation Az+BDz = o, et cette valeur yous don- 
»•« « = I+/3^^, et^=^(l +/5^). 

18 



( 
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Exemple, Soi t ^ + {x+ i )T>jr = — a{'2X+ 1 ) T^ipu- 
tion proposee. II fanclra sati&faire k z+(x-|-i)Dzs=0; 

^t la proposilion prdcddente donnera -j = X 

X — 3 I , I /» . 

X X etc. = — , el par consequent y = —( 1 + 

/► — flt(ax+0 \ . I T^ I I j 
7 ' — r- A : mais f-D — = — — : donc 



I .w -. . . I 



j- = -(I — a/(2a:+0) = -— ^jr. 

V. Satisfaire i rdquation aj- + hHf + cD*j^ +/1^/ 
+ etc. = X, lorsque ^i, ^, ^^ /> etc. , ne ddpendent 
^oint de x, 

Soit flj-+^Dj*+cD'j*=X la proposee. D;^=y!7 don- 
nera D'j-=D/>, et aj-+^p+cD/? = X. Ajoutanttf(D/ 
— p)=:o a la pre'ccidente; on aura /y^+(^ — 9)p+9^y 
+ cD/7 = X. Supposons <jD(firj-+(^ — ff)^)=a(<yD^+ 
cD/;),c'est-i-dire,fif(yD7*+ff(i — (y)D/i = a<yDj'+acD/?: 
•on aura (y(^ — ff) = «c, ou o = ac — ^j+^». et toute 
valeur de « rendra (7^(07- + (^ — <»)/>)= a(<yI>^ + cD/>). 
ISupposons z = ay+{J) — ar)/?: il en viendra <jDj-+cD/? 

= — Dz, et par consdqnent z+ — Dz = X. Aids!, 

on n'aura qu'a ddterminer z par la proposilion pr^ 
denlC; pour ponvoir rdsoudre Tequation ay + ^h — ff) 
Dyz^Zf ct Irouver ^. 

Soit ^^r+^D^+cDy+/D'jr=X la proposee. Les 
deuxhypolh^ses D^=/7, l)pz=q, donnenl ajr+hp+cii 
•*"/^?=^^ d'oii, en ajoutant ^{1)^ — p) = o, et 
c'(Pp — q) = o, on tirera ar+(* — <y)/?+(c— <y')y-^ 



^v 
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iDjr+a^Bp+fDif =X. Supposons a'D{aj-+{h'^<5)p-{- 
^c — <j')9)=a((yD^+(T'Dy!>+/D^), c'est-i-dire, aaBj' 
+ «(^ — ff)D/?4-(y(c— <yOD9=fl<yDj'+aff'D/?-h«/D^: il 
-vieudra a{b — 9)=a</ , et <y(c — s^)=:af, ce qui , en eli- 
nunant </ , donneo=a*/ — ac^s-^ba^ — <y'. Posons z= 
flT+C^ — <y)/?4-(c — <yO?; c^ P^r cons^quent <yDj--f- 

c^Dp+fBq^ ^Bz, eiz+ ~D5 = X: la valcur de 

z foamira^ corame dans le cas prec^dcnt^ celle d'j-^ 
XQoyennant Tequation ay + {b — <s) iyj'+ ( c — <y * ) D^j* 
=z. Ainsi de suite. 

SchoL I. Au lieu de Te'duire la proposde li une 
«quation immediatement inferieure ^ celle-ci k une 
aatre plus infe'rieure^ et ainsi de suitCj il seroit plos 
commode de trouver j* de la maniere suitanle. Soit aj* 
+b1)j'+cD^j'+fD^j' == X la propose'e: trouvez 6, a^ , 
Zf comme ci-dessus^ et les trois valeurs de 9 vous don- 
neront z', z" yz"^ ^ trois valeurs de z;b' ^ b" j b"' ^ trois 
Taleurs de i — <y; et c', c", c"' ^ autant de yaleurs de 
c — ^ '^ et par cons^quent les trois equations 

aj+b' Dj+c' Dy = z', 
aj+b" Dj+c" Dyt=:zz", 
aj+b"' Dj+c"' py = z"'', 

d'ou Ton ddduira^, en dliminant Dy- et Dj. 

a. La rdsolution de ces dquations aux differenced^ 
8'applique; sans changer de stylc^ a celle dcs eqnations 
fluxionnaires du livre prec<^dent. 

5. PIus les differences seront petites, moins leur cal- 
cal differera de celui des fluxions; et ccla sans limite* 
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D^FINITION IV, 

Soit X an nombre entier qaelconqae ; /t le nombre 
de termes de la suite ayt , c, eic, ti, de nombres 
donnes; To, Fi, r^, "TS,.... r( j:+«) , ane sdrie pro- 
posee^ et T{x-^n) =aV{x+n — i)+^r(j:-h7i — a)+... 
"{'hTx: en pareils cas^ la sene proposde se nommera 
recurrente; «+^ + c+.... +A, en sera VecheUe de 
relation^ el Tx le terme gendraL 

PROPOSITIONS. 

YI. Les premiers termes d'une se'rie quelconqne i\xoX 
donn^s ; examiner si la sdrie est recurrente j et qaellees 
est r^chelle de relation. 

Soit proposde la s^rie — r i, — i, i, 11, 49 > '79? 601, 
etc. On Toit desuite que son echelle de relation doit^be 
compos^e de -plus d'an terme. D^si^ons-la par a^h 
xm aura i= — a — by ii=a — ^, et par cons^qaent 
a = 5 , et ^ = — 6 ,• et on trouvera que rdchelle 5 —6 
donne exactement les termes sniTants, 5X 1 1 — 6X 1= 

49^5X49 — 6X11 = 179, ct 5X179 — 6X49 = 601. 
Soit 1,1,1, 2,4,6, 7, 7, 7, 8, 10, 12, i3, i5, 
1 5 , 14, i^ , ctc. , la serie proposee. On trouvera d*abord 
que toute echelle a deux ou trois termes seroit insaffi- 
sante. Essayons-en quatre : a+h+c-^d donnera4=: 
2fl+^+c4-^, 6 = 4«+2*+c + £i, 7=6a + 4i+ac 
+ £/, 7 = 7a+6^+4^+3trf. Retranchant de la seconde 
f^qualion la premiere, et da double de la troisi^me k 
quatri^me, on aura 2 = 20+^, 7 = 5a+2^, et par 
«onsequen t a = 3 ^ et i = — 4. Substituant ces Taleurt 
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lans la premi^re et dans la troisi^me j il viiendra 2=0* 
+</, 5 = 2C-\-d, 3 = c^ d=i — I ^ et on trouyera qiie 
reclielle 3 — 4 + 3 — i satisfait exactement aux termes 
«lUTante. Ainsi des autres cas semblables. 

yil. L'dcbeUe de relation et les premiers termes 
^Nme sdrie recnrrenle dtant doBne's , trouver le terme 
{^ndral. 

Soit 5 — 6 rdcbelle ; — 1^— r, i^ 11, 49; ctc. , la seVte y 

jr^e terme gene'ral, etjr^ ,j-'^, les deux termes suivants: 

<m aura^"=5^ — 6/"^ etj^*^ — 5jr^ ^6^=0: maisj^=jc 

-M)r, ety'=y +Dy =j-+Dj-+D(^+D;r)=;^+2Dj- 

4-D'j-j donc 2^ — ^jyy+JX^j-i^io ; ^quation que Tonr 

jieat re'soudre d'apr^s le scbolie de la proposition V, entre 

les deux equations 2^ — 4^r^=^*^; ^' ^' " ^^X — ^'^'7- 

5 
lesquelles donneron t j^= — X 5*1 — a X 2*1 ' , ou plus 

commodementj- =3'A+2'B; d'oii Fon tirera — 1 = 
A+B^ — i = 5A-f-2R, i=A,^ — 2 = B, et enfin le 
terme gdndral j* =3' — aX a',. 

Soit 3- — 4 + 5 — I lfe'cbelle, efe i, i-, i, 2, 4, ^> 7> 
l^T^^r ^^f eti^' y ^* ^®"^ • ^^ aura j^'^ — 3j^"' + 47*" — 
Zy +J- = o , D*j-+Dy +Dy = o. Supposant n = D'^,. 
et risolvant re'quation z«4-Dtf+D'£« = o, oa trouvera 

et en attriBuant & A , B, d'autre&valeurs, Dj*=/ — +, 
1 v/_3Ya+^~— i^ y/ — 3Yb+C; d'oii r^sulle, 
sttivant le m^me style;j^= ( — + *r" V — ^ 1 "^ "*■ ( T "^ 
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i=A+B+E, 

aC+E, a=— A — B4.5C + E, 

A=- 1-=., B=-+ / , , C=i,E=o, 

2 av/— 5' a 2v/— 5' * ' 



etpar consequentj-=(-l + i- ^/ — ^) (^— ^^735) 

((..^^_.)-,(^_4.V-,)-) 

75^ v^((^"^^^~') ~(^~^' 

y/— ij \ = x+ cos ar 60° —; — . 

VIII. A, B, C, E, F, clc. , elant nne s^ric recar- 
rcnte, et ^z+^+c+clc. son ^chelle de relation, on aara 
A, Br, Dr*, C/-^, E/-^,H/-^, etc^ seric rccarrcnte, elflr+ 
^r*+c/'*+elc. son eclielle dc rclation. 

IX. Toule serie recnrrcnle de la forme A+Br+O' 
+ctc., dont rcchellc de relation cst ar+lfr*+cr^+„., 
+ hr'', peut etrc rcgardee commc Ic quoticnt d'unpoIy- 
nome A+^V+cV+.... + AV»-' divisd par i— cr 
' — br* — cr^ — .... — /i/'». 

Cctte proposition cst facilc a pronvcr^ en snpposant 
Bucccssi vement n=2, /2=5, /i = 4> ctQ» 

Sckol. ,. PuUqg^ A+b'r+c'r»+elc. ^^^ 

* I — ar — br* — cH — ctc. 



/ 
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A+Br+C/**+etc., il s*ensuit que lc terme ge'ncral(le 
eette serie sera egal a la somme de tous lcs termes ge- 
n^raux qui doivent repondre de la m^me manicre aux 

fractions partielles dont • seroit la fractioa 

1 — ar — elc. 

totale j ce qui offre un moyen facile de trouyer lc terme 

g^ndral de toute serie dont on connoit lcs premiers 

t^rmes et rechcUe de relatfon ; car chaque fraction 

partielle peut ^tre representee sous cette forme 

; : et puisque r- donne 

dans le terme general , un terme 

'^{n+i){n+2).,,{x — i)x{x+i),., (x+n — i) 

I.2.3.../i(/l+l)...(X — i)x 

(x+i) (ar+a).... (x+n — i) 



a'r* = 



1.2... {n — i) 



«»/•', il s'ensuit que la 



. . G + Hr+Ir\..+Pr»-* . 
xraction r donnera 

( I — ar)" 

r {x+i^{x + 2),.,.{x + n—i) 

\x ■ > a r* + 

1.2... (/l l) 

1.2... {n — 2) 

^ (x+i) {x+2),,,,{x + n — 3) . ^., 

j i -1- j\ -r j \_r j a^r^ + etc.^CA^x»-- 

j,2,,,{n — d) 
+B'a7"-*+...+H' ) o*/*. Observons, pour plos de fa- 
cilite^ qu*en de'signant par a le reciproque de la racine 
ie Fdquation i — ar — br* — .... — hr^^^Of on aura 
a racine de Tequation K" — aK"-»— ^K"-» — .... — 
A = o. 

Exemples, Soit — i — r+r'+ iir*+ 49/^ +179^^+ 
601 r^+etc. la sdrie proposee. Puisque 5r — Qr^ en est 
rdclielle de relation^ et que 3 et 2 sont les raciues de Te- 
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quation K* — 5R+6 = o, le terme gen^ral scra AXS* 
-I-BX2', ct par consequent — i =A+B, — i=5A+ 
liB, A= I , B = — 2, et AX3'+BX2' = 5' — aX^'. 

Soit — 2, — 6, 8, 4^; 224^^7^^ 2176, 5760, 15872, 
etc. , la s^rie proposde. Ayant tronyd 4+^ — 16+16, 
echelle de relallon, les racines — 2,2,2,2, de R*— 
4K* + 1 6K — 16 = 0, indiqueront nn terme general de 
celle forme : (— 2)'A+2'(Bx*+(lr+E); donc-a 
= A+E, — 6 = — 2A+2B+2C+2E, 8 = 4A+i6B 
+8C+4E, 4o=— 8A + 72B+24C+8E; c'est-k-dire, 
_2 = A+E, — 3 = — A+B+C+E, 2 = A+4B+ 
2C+E, 5= — A+9A + 5C+E; d'oii Ton tire A = i, 
B=i,C = o,E = — 3, et par cons^quent le tennc 
gdneral (— 2)'+2'(a:*— 3). 

SchoL 2. Le terme gent^ral qui satisfait an^: termes 
Fo, Fi , r2, r3, etc, ponrra satisfaire aussi a d'aaUes 
termes intermcdiaires, si Ton y ajonte une expression 
de cetle forme : A sin xtz+B sin 2a;7c+C sin 5j:ic+etc., 
dont le nombre de termes soit ^gal a celui des interme- 
diaires proposes, et pourTU quMl soit possible de salis- 
faire a tous ces termes. 

Exemple, Ayant trouve' 5' — aX^^'^ terme general 
qui satisfai t a la se'rie ro = — i, ri= — i,r2 = i, 
r3=ii,r4=;49,r5 = i79,r6 = 6oi,ctc., on en 

cleraande un autre qui satisfa^se encore aux termes r^= 

3 et r -=- = — 2. Supposant ce terme gene'ral = 5*-^ 
» X 2' + A sin X7C + B sin 2a?x , les dqnations 

5^ — 2Xa^+Asin 6o«+B sin 120*» = 3, 
5' — 2XaHAsii| j2o^+Bsin24o*» = ~a, 



'cst-a-dire^ 

5^— 2X2^+A sin 6o* + B sin 6o» = 3, 

5*— 2Xj^^+A sin 6o'— B sin 60«»:=—!^^ 
onneront A et B. 
Mais s'il etoit qnestion cle satisfaire encore an terme 

5 , . . 

—^ cette mdtliode ne reussiroit plus qne par hasard ^ 

ar la correction A sin xiz+B sin 2xiz da terme gene* 

al; en seroit la m^me que pour le terme F-^. 

Voulant cependant satisfaire au terme r — = -^> 

iiin'a pas le m^me inconTenient^ on n'anra qu'k ajou- 
)t un autre terme € sin 5x h. la correction trouvde^ et 



II II 



equationS^— jiXaS+AsinCiiXS^^^^ + BsinC^aX 

5°)+C sin (35X56") r= ~ donncra C. 

5 

I !1 

Si Ton veut salisfaire cncore k r -^ = 2 , il faudra 

lercher de nouvelles valeurs d'A, B , C , et d^terminer 
1 autre coefficient £ entre les equations 

-2X2^+Asin6o^+Bsin6o»+o— Esin6o°=5, 

-2X2^+Asin6o*— Bsin6o°+o+Esin6o°=— 2, 

JLL 2 

-2X2 5+Asin36°+Bsin72°+Csin72°+Esin36*»= ^, 

lA 

-2X:2^+Asin72°+Bsin36°— Csin56°— Esin72 = 2. 

I 2 

pr^s avoir satisfait ar^=3,etr^=— 2;Si ron veut 

ifaire aussi k r -^ =3etr -^ =7, on pourra regarder 
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1 et 7, non pas comme F ~ et r — , mais comme T ( ^ + ^ ) 

etr[-^+ tj,en designant par t un terme aussi petit 

qa'6n pourra de.la serie o^ 0,1 ; o^ooi ; o^oooi ^ etc 

X. Trouyer une fonction Tx qui satisfasse aux termes 
ro,ra,r^,rc, r^?, I/^etc. , ensupposam a<^hjh<c, 
c<e, «</*; ainsi de suite et positifs. 

A 1 i^r^— ro . Tb-^Ta .,rc-rJ 

Ayant calcule — ^y -r = A' r- 

^ a ^ b — a c-^o 

= A'% =A''\etc.^ 7 — =B, 

' e—c ^ ^ b ' c— fl 

knf A// Aiv A/// R' — B 

= BS ^ f =B^ ^ -^ =B^//^etc.;^— ^ 
^ W—W ^, B''— B'^ ^,, B'-— B'"_ 

-=(j =Li , — 7 f — = Li , — ■ — 

' e — a f—b g— c 

(^f ,^Q Qff Qf 

C"\ etc. = E, — ;; =E',etc.,onaurarx 

^ e f — a ' ' 

=ro+Aj7+Bx(x — a)+Cx(j: — a)(x — /^)+Ea:(j:— fl) 
(a: — ^ ) {x — c)+etc. \ car posant successiTementar=a; 
x=.b^x=Cy etc, rexpression rj:=ro+Aa:+etc. sa- 
tisfait aux equations Taz=.To+Ka, r^ = ro+Ai+B^ 
(i — fl), rc=ro+Ac+Bc(c— a)+Cc(c — a)(c— i), 
etc, qui dcrivent des cquations ci-dessus calculees. 

Exemples, On deraande le lerme gendral de la s^ric 
ro = I, r2 = 27, r5 = 64,^7 = Sia, ^9 = looo; 
Fio = i55i, etc En observant la rigle^ on trouvera 
0,2,5, 7, 9, 10, etc. 

I , 27 , 64 ; 5i2 , 1000 , i55i , etc. 
i5 , 57 , 112 , 244 , 55i , etc 
8 , i5 , 22 , 29 , etc 
i y i f I , etc 
0,0, etc 



UVRE XX. 283 

i le terme general i + i3x+8j:(x — a)+ix(x — 2) 

On demande le terme general de la serie Fo = o^ Fi 

= I , r5 = 27 , r4 = 64, r8 = 5i2, rio = looo , rn 

= i55i, etc. 
On trouvera 

0,1,5,4; ^; ^^ > ^^y ^*^" 

0,1 , 27 , 64 , 5i2 , 1000 , i55i, etc. 

i,i5 ,57, 112 , 244 ; ^^i > cl<^* 
i , S f i5 , 22, 29 , etc. 
1,1,1 , i , etc. 
0,0, o , etc. 
l le terme ge'ndral o+x+4^(:r — i)+a: (x — i) (x — 3) 



= xl 



XI. Trouver/^rra:, lorsqu^on connott quelqaesva- 
jurs de x el les valeurs correspondantes de Tx, 

II faudra cbercher d'abord la forme sp^ciale de Tx, 
t calculer ensuite / dxTx par les methodes du liv. 

:viii. 
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PROBLEMES. 



I. Uesignant par n un nombre entier^ et par K, 
B, deux expressions rationnelles, c^est-^>dire^ d^gag^ 
de radicanx , on demande trois nombres rationnels Uj 

n n 

X, z^ qui rendent v/(A± Y/B) = (tt+^j;)y^^. 
On auraA + y/B = (a+v/^)''z = z(K»+/itt»-yj:+ 

-i — — — - u^—^x + etc. • et A ^gal a la somme des tennw 

rationnels du second membre de requation , c'est-a-dire>. 
. / n(n — i) , , n(n — i)(/i — ^^(n—S) 

\ 2 2.3.4. 

w»— 4x»+etc. ]. Or, lesdquations A+ y/B = (m+ y/:c)% 

ctA— v/B = (m— y/j:)"zdonnentA'— B=z'(tt'— 0?)% 

Gt par consequent m' — x— y/ — • donc si lepro* 

z 

n ^a p 

bl^me est possible, Fexpression ^/ -^ — deyra Atrera- 

z 

tionnelle^ et les dquations A = z [ m" H — u^" 'x-f 

)n ^a g 
, et tt' ^ — X =y/ ;— *-en fourniront la solution, 
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ExempL On demande la racine carree cle 28+10^/3. 

A = 28 et B = 3oo donnent A* — B = 484 , dont la 
'2icine carree est 22. On pourra donc supposer z = i ^ 
5ton aura 28==u*+x , u* — a: = a2; u=5, x=5, et 
^(28+iov/3) = 5 + v/3. 

On demande la racine cubique de 2 + y/5. 

A=2elB = 5 donnent A* — B = — 1 , dont la racine 

cubique est — i. On pourra donc supposer z= i , et on 

aura 2 = 1*' +3^0:, a' — j:= — 1, et [en dliminant x} 

1 5 * I + /5 

4w'+3m=2, tt=— ,x=— ,etv/(2 + v/5) = — =-^, 

On demande la raclne cubique de 5+3^/3. 

3 3 

A=5 et B = 27 donnent y/{A.^ — 'B) = y/ — 2 ir- 

j 3 ^a g 

rationnel. Posons z* = -j-, etnous aurons */ — = 

4 -2 

3 , ^ 

y/ — 8= — 2;donc5= + — (w'+3wa:)ctit* — x= — 2. 

!l£liminant x, on trouve 2u^+5u' — 5 = o, etpar con- 

3 
s^quent u= i ; donc x=5, et ^/(5 +3 v/3)=(i i 

^3) ^ i. = i±^ = ± (, +^3)^4. 

L'^uation jr^ — 67* + 4== o donne jr=y/ ( — 2 + 
3 
2v/ — >) + v/(^ — ^ — ^v/ — *); ^^^* ^®^ termes ima- 
ginaires doiyent s'entre-ddlruire, si le nombre — .2 + 

2v/ — I est susceptible de racine cubique. Faisant donc 

3 
A = — 2 et B = — 4? on aura A» — B = 8, y/ {A* — 

B)=2, et on pourra supposer z= i. Les dquations — 2 

= u^ + 5ux, et m' — a: = 2, donneront u=i etx=3 

3 

— i;d'oii v^( — 2±2v/— i)=:i±v/— i,et enfin 

^•5=5 2* 
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II. a, b, dtani deux nombres rfttionBelSy on en de- 
mande deox autres Uy x, qoi rendent u^-^-ax^^zbK 

Supposanl uz=:b Kfi zx, et substitnarit oette dilB- 
rence a la place d*u dans l'cqaation propos^^ on aara 

z'x' — 2^zx+^zx*=o, z^x — 20^+flra:=o,ar=-— 

et M=+ — -; donc tout nombre rationnel mis 

— a+z* ' 

k la place de z ^ rendra les nombres u,x, ratioimcls. 

III. Soieat a^, b^u, x, des nombres rationael&; et 
?** — d'x*=.b: 6n demanda u^ x. 

Supposant 2»=r — 4ix, on troayera^ commedaBsU 

z^ — h z*+^ 
question precedenle, x = — , et m= . 

zaz ^z 

IV. a,b, u, Xf e'tant rationnek; et «*+a;"=fl*+i'; 
on demande u, x, 

Soit w = a — Zy ct x=.zx — b, Eliminant u^x, enlre 
ces deux ^quations et la proposee^ on trouTera — 2az+ 

-8*+z*j** — 'ibzj—Oy z = — _x % y ®* P^'' cottsequeB^ 

fl^* — a — iby by^ — b -^-lay 

u —. ' _ et X — -^ " • . 

i+r ' i+J-" 

V. Investigation de logarithnies et de puissances. 
Ix, logarithme de x, veut dire une fonction ie Xf 

qui donne toujours la+lb = l{ab), lorsqu'on substilae 
deux nombres quelconqueS a, b, et leur produit fl^a 
la place de x. 

On aura donc li ±=0. 

Au lieu de aa, aaa, aaaa, etc. ^ on ^crira a*; a^ 
a^,etc, 

Puisque li est toujours = o, essayons de donner a 



1^1 4-u la forme Aic — •iu* -* :. — 
|iossiUe dans t^as les ^rcs . q . iil. 



-^IA 



■ais / ; I + i^ H- '-*-' = — - =^ - — 

aB;4B+8C = -C: H- -.- - =— .'. 

qnent/; 1 + :^ =A i. — 7^^ - — ••' — ■■ — '*■ 

Le oombre A deTnenrac: art .iruir* •umi: u«»- •• 
nombre de^*^»^'-!!^^ d^ locarilame^ t;ui; 1 01: i**^u rtuoi* 
ter est egaleme n t a rbi tra i re . 

Paisqne / i-4-« est = A u — -v ^ t: — ••• 



aura ausai .' 1 — t=A — u — _ u' tr— e!« 



7 



<donc / z= / . I -rli Z I t . = A J^— u ^ 



Z. f. — 



£ii5_j_i,^7_j_elc."',. PosonSfl=^^ . 01:1 auraii = — - 

Ja = aA ( : h -^ \ — — -r --- — 

L'e"S.pression a" [puissancedcfr.'! : ;■-• ■ , 
un nombre clont le logarithme se.\.\ 
qai auroit ponr base le noniin-'; >. 
L"expression (i4-«/"elan* -"i'*^»* 
iiii + Aii'-f-B«^+Cw^+elc.cl«ins ;• i .-■.. 
aara^ si cela est possiijif- c.i.. ..'i 



-5-;etc. 
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mais ( 1 +2u + tt»)'» = ((i +«)'•)" = (i + nu + Au* 

+ Bw'+etc.)'=i+2/ia+2AiA*+ aBi^ + aCi** +eic, 

+ /i*a* +2iiAtt'+2wBa*+etc. 

+ A»a*+etc.; 

donc 2A+/i« = /i+4A, 2B+2/iA=4A+8B, 2C+2/1B 

+ A* = A+i2B + i6C, etc. ; et par consequent A 

r n* — /il /i — 'i « /i — I ^ /i — 2 

I = = n , B = /i X — 

L 2 J 2 ' 2 

VI. Investigation de la proposition VI duliv,X. 
Troayer un nombre x qui rende x^+^j:+c:=o. 
a:= /i+z donne/i^ + 3/i*s+3/ts*+2^+^/i+^z+c= 

o ; 5/iz = — h donnera /i* + z' + c = o. ElimiDant z 
entre ces deax equations^ on troavera /i^+cn' — ^^ 

= 0, /i = v/(— 7C± v/(^c'+^A3)), et x—n+z^ 

n — — . Etc. 

^yn 

VII. Investigation de lapropositionlre, dwL XFIII 
SupposantR=fl+^a;% reduire/ar^lU'^ a laforme 

Aa:^+ ' - »R/' + « + B/x«-»Ra'^. 

On aura od^l^Pdx = (/w + i — /i) Aa:"-»Rp+*Jj:+ 
{p + i) Ax^ + ' - »RP££a + Bor^ - «Rp^. Subslituant 
nbx^- ^dx = ^R, et divisant par x^KPdx, on a i=(ni 
+ 1— /i) Aa:-»R^j;+^/i(;>+ 1) A+Bar-», et substiluant 
fl+ix» = R, il Tient i=(/w+i — n)Aax'"'+{mb+ 

^+/i//^)A+Ba:-».Oaauradonc(/?i^+^+/i^^)A=i, 

(w + i_/i) Aa + B=o , A= 71 r^ r, et 8« 

6(/ii + i + /ip)' 

— g(y?i + i — /1) 

6(//*+i+/ip) 

VIII. Supposantque x=o Tende/x^{^a+hx^)Pdx=^o, 
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6n demdiide la yaleiir Ae foc^{a + bx^)Pdx , lorsque 



=^m 



iPosant ^ = m+ 1+72/7, la proposilion Vlll du Iir. 
XVIII donlie/a:*(a+^x")^Ja7= k une s^rie donl le der-f 

lf^{q + n){g + in)((f + 5n) etc. 



nier terme est 



fl* (/n + 1) (/n + I + Fi) (m + 1 + 2w)eld. 
/* x*^+^'*(a+ lfx^)Pdx ^ et dont tous les termes precedents 

s^eyanouissent par la supposilion Ae x=y/ (— r— J^ 

on aura de m^me alors fx^-' ' (a + haf^)Pdx= 

h\np+^n)(np+'5n)(np+Lh)e[.c, ^ i, . » v , 

- ^ ^ — V ^ — ^*-^^ — ^/j::»-'+*"(a+^a:")P^x 

- fx^(a + hx^ ]Pdjc 

par cons^quent y^^-.^^ ^^^„),^^ = 

(y+/2)(y+2y2)(y+5/2)ete. ^ i.2.5ietc. ^ 
(m + 1 )(//!+ i+/i)(/w+i+ 2/2) etc. (/^+2)(/?+5)elc. 

/'^«^«"(fl+^x")^'^^: ^ ., . , . L^N„ ^ • 

--ii r-i 7—^- — ;-. B.eauisant (a + ia;")P en sene « 

fx^^^^-^^^a+hx^^Pdx \ -r j 7 

af^c^+'"+' 

on aura f X^'^^'' (a+hxfy dx = ; ; f- 

^' ^ m+tn + \ 

C ; ; ; \, ^ tC. = X" ^ '^ ^ ^ ( ; "^ ^ 

772+^/2+/2+i \m + ^/2:+i 



77flP ' 3:" 1_ ^x,e\ On trouvera de m^me/ar" +'"""" 

trn+tn+n+\ J 

f aP paP—^hx*^ . . \ 

^ ^ ' \n+tii tin+tn J 

&ipposons t infini : nous aurons f 



tn+tn + i 
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par-^^hx" . \^/ <!'' .paP-'hx^ \ 

m+//i+«+i / \n+tn 2n+tn } 

r= I + inGnitiime, el par consdquent, x=.y/ l -^ J 

fx^ja+hjf^^Pdx {q + />) (y + a/i) {q +5« etc. 

^^ fx^^^a+hx^^ydx^ {m+\){m + \ +/i) (m+ 1 +2rt)elc. 

y 1-1-^ — ^— : a:*»— »•+« (i + infinitiime): 

(j^+2)(/^+3)(;;+4)etc. 

mais a:= y/ ( — y ) rend /a:'»- * (fl + hx^^ydx =— 

— -; donc a:= y/ l — -^ J teaix9Lfx^{a+hx^ydx 

_ a^^' ^ (y+^)(?+a/t)(y+3/i)etc. ^ 
/i^(/; + i) (/n+i)(/w+i+n)(m+i+2/j)elc. 

(;,+a)(,,+3)(/;+4)etc.^\, *; ^^•+' 

nitieme). 

Exemples. i • On demande la yalear ief{i — x*) * dx 
pour X = I • 

La Yaletir demand^e sera — X W — - X 

I 1.5. 5. 7.etc« 

i.2.3.4*etc. ^^ 3.4«6.8. etc. ^^ a.4-6.8. etc. 

X I — - ». ■ .. y s3 

3579 1.3.5.7. etc. 3.5.7.9« etc 

'. . . . cic. 
3 2 2 2 

2.2.4*4*6.6.8.8.etc. , 
1 . 3. 3. 5. 5. 7. ^.g.etc. 

2. On demande / -— — j— : ponr ar= i. 

t/ V ( — ^^) 

Ix est ^izfx" ^dx, Soit / un nombre entier asse£ grand 
pour imefx • dlr =yx -s » ^/r sans erreur consid^raUe. 
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1 P dx 
)ii aura lx=ix' — i, ei par consdquent / . — =- 

t/ y/{ — *^) 
^(^i — iJ^y'^dx=2£^X 

' + t) (' + t) '''<=• 

^ I. 2. 3. elc. J. 2.4.6.8. elc. -, 

•< 5 5 7, X I = =».- X 5.5.,.Q.etc. ''«'''''''"^ 

• t • C l»t • 

2 2 2 

'appro&imation jusqn'k i facteurs, on aura 

. 2.2.4«4*6.6....2/.2£ 

3.3.5.5.7.7....(2t4-i)(2t+i) 

2.2.4*4*6.6,...2l.2{.4^' «11 

■ ■-,,>, 7-r rr- n — V. . , ■ X = att carre de la va- 

1.3.3.5.5,7. ..(2* — l)(2t+l)(2t+l) 

. * / * 

leur demandee. Mais * infini rend --: , ' ''*.,.. . 

(21— l)(2i+l)(2l+l) 

= 2 — infinitieme -, doncle carr^ de la raleur demandee 

2.2.4.4«6.6.etc. ^ , ' 

lera = 2 — ^ ZZ ^- 9 e^ P^r consequent x= i ren" 

1.3.3.5.5.7.610.' ^ ^ 

, /* ^a? 2.2.2.4»4'6.6.etc. _ . 

V v/(— W ~ ^ i.i.3..3.5.5.7.elc. — v ^' 

yill. On demande la somme de la sdrie ^7 "Tf "^ *• 

h' 75' il' •••'^(I+Ty' *'^'*"^"*^''^'y (a:+i)(x+2)' 

2 a a « « 

Soit : — — rr — — T = — : — c/3 — ; — • r-rr ^^ 



(j:+i)(x+2) x+2 j;+i a;+2 x+i 
^tant deux m^mes fonctions de x+i et x, on pourra 

foire r =D = • : — ; dou. 

(ar+0(x+2) x+i x+^ x+i' 
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^ — o et / : = — ■■ h !• Et si on veal 

que I en soit le premier terme, la serie viendra =2-^ 



, , , . I I I I 

Trouver la somme de la serie ^ } -t ? — f o"' 35' 



I 
7 •••; 



66' ' x(x+i){x-h'^) 

6 a 



Faisant 



a 



(a:+i)(x+2) 

5 5 

see = 



(a:+i)(x+2)(a;+5) (jr+2)(x+5) 
»— , on Irouvera a = -«- 5, et la sdriepropo- 



2 (a; + i)(jr+2) 

IX. Trouver la somme de la serie cos a, cos 3^; 
cos 5^;,..., cos ar^. 

Designant cette somme par S, on aara S = 

1 e'»v/-»+ ie'«v^-'+ ie5«V-' + etc. + itf'*v^-'+ 
ie-*V-'+Ye-'«v^-' + ie-'*v/-« + etc.+7e-'''^''' 

e«V— » e<'+' J^V^— " ^ — 4»X/^i ^_(x+i)av^-i 

~ 2 2e^V-« 2 2e-^V/-» 

cos « -r- 1 + pos ora -^ cos ( j: + 1) a 
2 — 2 cos a 

cos j;a — cos(a:+i)a 1 sin {x + \)a i 

2 — 2 cos a 2 2 sin 7 a 2 ' 

X. Soient Xyfj des coordonnees perpendiculaires 
d'une courbe, dont requation est 3?+y^=.axj': on 
demande Faire de qette courbe. 

Puisque 1- — est = « , si Ton fait — = r , on anra 

, ^ a-Z* - 23 tS 

^«^+ Ti ^^^^; ^= -n — ; 03?= , 3 ■ . adz. et par 
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XI. Resoadre reqnation -— ^ = A, oii Ton designe 

par z une fonction inconnue de x et j*^ et par A une 
fonction proposee de x elj-. 

^d^^z _ '^"z ^ , ^d^^-^z 



— 1' 



f^hdjr-^-ly en designant par I une fonction arbitiaire 

^d^ — ^z 
de X. Que Fon continue ainsi^et on par^ndra a „__n^ 9 

c!est-a-dire^ & z. 

XII. Trouver le maximum de Fx, c'est-a-dire, la 
plus grande yaleur d'une fopction proposde. 

II est clair que les fluxions de deux valenrs quelcon- 
ques de Vx , entre lesquelles se trouvera le maximum 
de Vx , doivent ^tre contraires entre elles^ donc celle 

du maximum sera o, ou — [ i ^. 9. schol. ]. 

Exemples» i. Gouper une droite a en deux parties x 
ei a — X y telles que le rectangle x{^a — x) en soit un 
maximum, 

Posant d{x{a'—x))-=o, on aura adx — ^xdx=^o , 
et par consdquent x=i^a. 

Ddmonstration, Soit d une ligne droile quelconque, 
positive ou ne'galive, et x-^^a-^-d : on aura x{a — x) 
c=(f «+rf)(7a— €/)=^fl'— d^% loujours <^a'. 

a. Couper la droite a en deux parties x et a — Xj 
telles que a:* {a — x) en soit un maximum. 

d (x* {a — x)) = 2axdx — 3x* Jx= o donnera x=^a. 

J)^monstration.{\a+ d)\a — (fa+^) [=-^a^ — ad} 
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. — d^] est toujours < ^«'/ lant qu'on suppose a+rf 
expression positive; et si on Teutque la ligne dfsoilne- 
gative et >a^ il n'y aura point de maximum. 

3. Oa demande le maximum d'a {u+£)^ — a«*. 

Kegardant rinconnue u comme de'j^ trouyde, d{a\ji\ 

au 
zy — iiz* ) = o donnera z = , et par cons^uent 

au^ , . j / ««*^ 1 3 
= maximum': mais a { j =: o aonne u 



i^)= 



u — a 

=7 a , et z= 5a -, donc ^ a^ sera le maximum demande. 

Autre solution. d* (a{u + z)* — mz*) = o donne au + 
az — i*z=o, et r£"(a(w+z)' — i«z*)=o donne afltt+ 
aaz — z* = 5 et parconsequent «=!■« et z=3a. 

SchoL Quelle fonction d'u doit ^tre Zj poar qii'li 
chaque valeur d^u r^ponde une val^ur d'a(tt+z)-r 
(a+2z)', non motndre que toute autre fonction d'tt ne 
la rendroit? 

Designons parz etz+^z deuxdiverses fonctions d'u, 
et par ^ des flu&ions relatives uniquement k z , fluenle 
de Bz. Supposant a{u+z) — (m+2z)* maximuniy on 
trouvera ^{a{u + z) — (i* + 22)*) = alz — ^mi^z — izU 
= o,J8=|-a — y"> ®t par cons^quent -i^ a^+^^zu le 
max*mMwd'a(M+z) — (m+2z)'j oarmettant |a — ^w 
+d k la place de z, on trouvcra a(i«+z) — (tt+az)* 
= i^a'+7aM — 4^*,taleur toujours plus petite q« 
7^^'+ jau, excepte dans le seul oas oii qudiqae vakur 
d'a rendra e/=o; donc 7^^*+ joj* esi la limile dtf 
V^Ieurs de Texpression propos^. 

On demande une fonction u de z, qui donne la liniite 
des valeurs d'a(M+z) — (a+2z)*. 

On trouvera «= i a — 2z , et on demontrera^ oomme 
ci-dessus; que ^a^+^az est la limite demand^^ 
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Xlll. Soit i/6=Ad^»+'j-+B££7-+C£f»-«j-+...+T4y 
Y : OQ demandc quel doit ^tre le rapport entre A ^ B, 
f etc. f poar que 6dx soit une fluxion exacte. 

Soit z=if6dXf et /i= i : on aura Sdx= dz= ^-^ djr 

'^z ^dz 

idy+ Bdj-+ Y)dx : donc Adx= ^ j B^x = d —,; 

i dk — B = o , ^qua tion identique , c' est - k - dire ; -j- 

'Jz ^dz 

Soit 71 = 2 : on aura Zdx = -^ ^y+ -^ djr^ 

|ir,et^(6^) = ^^'r+(^^ + ^)^-^ 

^dz ^, . '^fz , '^z 

t par cons^quent kdx = ^ ; Bdx = d ^~j + ^ ; 

\dx = d'~r} {dA—B)dx=—'^', et i£*A — iffi+C 

5: -L ( — d-A' + rf-rr 1 =0, ^quation identique. 
dx\ cfx dj J 

Suivant toujoursle m^meproc^d^, on trouvera rf^A 
^<in-«B+€/»-*»C — <i'*-*D + .... ±T=o, ^ualion 

dentique. 

SchoL Si d^ dtoit = Atf"+«j+elc. + A'rf«'+';5 + 
Jtc.+A^d^^^^+^w+etc.+etc. , on auroit de m^me une 
iuite d'equations identiques e/"A — etc.=o, ^"'A' — 
itc. =s= o , d^"A"^ etc. ^ o , ctc. 
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XIV. S6it dS^zAd^+y+Bdy+Cd^-y+jyd^-^y 

+....-+• V : quelle fonction de x doil ^lre j", pour qu'i 
chaque yaleur de x reponde toujours un f 6dx maxi* 
mum ou minimuml 

Soientj^ et j-+^ diverses fonctions de x, et sup- 
posons ^ des fluxions relatiyes a j* fluente de ^y^ AB=jr; 
BB'=Jx, BC=j-, Cc=^j-, BD=6, D££=^6, etD^= 
KW-yi on aura ^S = AW»j-+BW-'j^ +...+%; 

/rfxr(jr + ^j-)=/^^(rr+^rjr+eic.)=/Jxrj + 

fdxSrj-+eic., et parconsequent ^fdxTj'—fdxVij\ 
donc $ fSdxl=fdxd^'\ sera Faire que D^f decrit: elil 
est egaleroent clair que les points de la courbe d^crite 
par le point d, s'approclieront de ceux de la courbe de- 
crite par D^ d'autant plus que la fluxiou ^ sera plus pe- 
tite , et que par consequent dfSdx [=/^^6] sera=o, 
lorsque 56 = o^ donc, pour que fSdx soit un maxi- 
mum ou un minimumj il faudra que AM^^+BM""'/ 
+...+T^ devienne=o. Et puisque les arcs cc' et 
CC, ee' et DD' tendent ^ la coincidence etauparal- 
lelisme , a mesure que les fluxions ^y et dx deviennent 
plus petites, si Ton met j*' a la place de B'C', on aura 

. ^ . — r— =—7^ — = I + infinitieme: maisona 

aussi ^ "^ =1 + infinilieme^ donc dx et ^f infini- 
ajr 

ti^mes rendront= i + indniti^me cliacun des quolientf 

AW-y—AW-y^ ABd^^-y—A^W-y 

AM"- V'— A'M»-y' —dAM^-^r' , A^j^ 

JdAW-y ' -dAU'--y ' ^°''«' ^^^^ 

= — JAW"- y, On trouvera de m^me — dAS^""*/ 
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d^ki^^^^X} ^insi de saite. B.edaisant ainsi chaque 
•me HK^d^jr + B^if"— 'j^+ elc., on troavera enfin 
rrr+rf^A^+fi^^^-^^B^+elc.^o; c'esl-i-dire, d^A. 
££»-'B+rf»-"C— ££'•- 3 D+....+T = o. 

Q>roL Si 6 etoit ind^pendant de ir^ on ailroit ^6 = 

'»+'j^+B^f'»j-+,...+T4^:mais££»A— d^'»-'B+....+ 

=o; doncS^A^f^j^+CB— d^A)fi?»-'j<-+(C— JB+ 

0^"~!r+etc. 

Exemples. i. Qnelle fonction de:c doil 6lre^ pour 

^ :!— r^ponde toa jours hi xl 

^nanrag^x-^^i+^^^^g^x-^^i + g) * 

i — JL 

i. On demande qtt'an minimum /y/ ^reponde 

jours k X. 

^-=('+^)''^^^+-'^'"l=^^- 



■ 






i'i 
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3. On demande la courbe qui^ ayec son rayon de 
courbure et la developpee^ renferme le plos pelit espace. 

Soit i*ordonne'e j" perpendiculaire li Tabscisse x. Le 

rayon de courbure en sera = ■ . j^ ■ ■ ; d'oii il snit 
que la surface dont on demande le minimum, doit ^tre=: 

^d » /^^ ^ ^^'^ ^* parconsequenti/'A — <fB+C=3 

B — dA= -j-' [parce que B^dA est une fonction iex 

diTisee par dx^ : donc S = , , ,, — = — > , ,,, , " 
^ ■*' dx^d^^j dx^d^f 

d\y+ —djr-^-h^ Ecrivant udx a la place dc ^T; ^* 

trouvera^^ar^aaa^i^-M^^-^e/K+aft^i + tt»)-'*^^;^^ 
(=4w^a?]=2fla"(i+M»)— ■€/i/+2^w(i + a*)— *Jm; 4^= 

— a(i+M»)-'+iM(i+M*)-'+i/(i + M*),-«i£tt+C54f= 

— aw(i+M*)-'+a/(i + M»)-'^M — ^(l + »•)->+/; 
^ax — 4ij- = — a» ( I + tt» ) -- ' + 2flfiM ( I + M» ) - ' + i* 
( I +a») - * + flc — ^/: mais ( i + w*)— * ne sanroit 4tre 
fluente de 2m(i + m*)-^*Jm, sans que — w*(i+tt*)"' le 
soit aussi [18, |. 9.]; donc ac — bf — 4^+4^J^== 
<i'(i+w»)-» — 2aiM(i+M*)-»+i'a»(i + w*)-' = (« — 

^w)*(i+w»)-»=(atto— i^r )*(*«?*+ 4r*)~'; c'est-1-. 



tion de la cycldide. 

4* B.enfermer entre nn arc donne de grandeur^ et ses 
Coordonndesperpendicolaires^ un espace maximum oa 



minimum. 



Soit fydx Fespace : pnisque Farc f y/ {dx^ + <fy*) 
est connu^ on aura^ en designant par a une ligne 

ioim^e,fjrdx+af^ {dx^^+dy) =/( afi-h ■^) 

+jr j dx=imaximum ou minimum; dS = 

t 

^ y ■*■ ^) ^'-^ "^ "^^ ®* P*"^ consequent S^ 

f^ r)dr 

tion du cercle. Les deux yaleurs du radical donnent les 
deui: solutions du probl^me. 

SchoL S'il s'agissoit de plnsieurs yariables j telles que 
x^j-, z, u,eio.y et de ^6 = A^f^+V+etc.+A' €/"' + '« 
+elc.+A''££'»''+'w+etc. + elc. ; les equations d^^K — 
^n-iB+etc^o^^^^A^— elc. = o, ££"''A''— etc. = o, 
resoudroientleproblc^me; ce qu*on verra facilemenl, en 
regardantsuccessiyementcbacune des vaiiablesj^; z^ Uy 
elc. , comme si elle dtoit la seule ^ et toutes les autres 
comme ddja trouydes. 

FIN. 
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